Exercice|[2641]| 1| Composition de fonctions
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Déterminer f o g et go f ainsi que leur ensemble de définition.

Pistes de réflexion

— L'expression des composées f o g et g o f s'obtiennent en substituant x dans |'expression
de I'une par I'expression de |'autre. . .mais dans le « bon sens »

— On peut trouver les domaines de définition a partir d'une étude de fonction de f et g,
puisque par exemple I'écriture f(g(x)) n'a de sens que si g(x) appartient au domaine de
définition de f.

Eléments de correction

Etude de la fonction f : la fonction f est clairement définie sur Dy =]—00;0[U]0; +o0l.
Cette derniére est clairement continue et dérivable sur chacun des deux intervalles consti-
tuant Df, etona:

1
Va € ]=00; 0[U]0; oo, f'(z) = ——

——
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On en déduit donc les variations de f sur |—oco; 0[ U ]0; 4-o0] :

x ) -1 0 +oo
Signe
de f'(x) - -
1 +oo
Variations \
d -1
ef -
—00 1

Le théoréme des valeurs intermédiares permet d'affirmer que f ne peut prendre la valeur
—1 qu'une et une seule fois, en z = —% que l'on obtient en résolvant I'équation f(z) =
—1.

Etude de la fonction g : la fonction g est clairement définie sur Dy = ]—o0; —1[U]—1; +ool.
Cette derniére est clairement continue et dérivable sur chacun des deux intervalles consti-
tuant Dy, eton a:

Va € ]=oo; ~1[U]=1; +oof, ¢'(#) = _ﬁ

—_—————
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x —00 —1 +oo
Signe _ _
de ¢'(z)
0 +o00
Variations
de g
—00 0

Le théoréme des valeurs intermédiaires permet d'affirmer que g ne peut prendre la valeur
0.
Etude de la composée f o g : Par définition, il s'agit de la fonction = — f (g9(z)).
Cette derniére est donc définie uniquement pour les valeurs de z telles que g(z) appartient
a Dy, c'est a dire telles que g(x) # 0. Or I'étude précédente a montré que la fonction g
ne s'annule pas sur |—oo; —1[ U |—1; +o0].
Ainsi, pour tout € ]—o0; —1[ U ]—1;4o00[, I'expression f (g(z)) a du sens, et on en
déduit que Doy = |—00; —1[U]—1;4o00].
Par ailleurs, il vient alors que :
Vo € |—oo; —1[U]-1;400[, fog(z) = f(g(z))
g(z) +1
g(z
1( )
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= <x41-1+1)x(x+1)
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= s +x+1
r+1
= x+2

Etude de la composée go f : Par définition, il s'agit de la fonction 2 — g (f(z)).
Cette derniére est donc définie uniquement pour les valeurs de x telles que f(x) appartient
a Dy, c'est a dire telles que f(x) # —1. Or I'étude précdente a montré que la fonction f

1 1
ne prend pas la valeur sur ] —o0—3 [U]—E;O[U]O; +o0l.

1 1
Ainsi, pour tout = € ] 0% —5 {U} —5 0 {U]O; o0, I'expression g (f(x)) a du sens, et

1 1
on en déduit que Dy :}_oo;_5 {U}—E;O{U]O; +o0l.
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Par ailleurs, il vient alors que :

Vace]—oo;—%{U]—%;O[U]O;'FOO[,gof(x)
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