Exercice| [0222] | 1| Dimension finie

Dans R%, on donne : u; = (2,1,3,—1), us = (=1,1,-3,1), uz = (4,5,3,—1), et uy =
(1,5,-3,1).
Trouver une base et la dimension du sous-espace engendré par ces quatre vecteurs.

Pistes de réflexion

— On commencera par s'assurer du caractére lié de la famille de vecteurs (u1, ..., uq) de
sorte & pouvoir exprimer un ou plusieurs vecteurs comme combinaison linéaire de plusieurs
d’entre eux.

— Cela permettra de réduire la taille de la famille qui engendre Vect (u1,...,u4).

— |l restera alors a prouver que cette sous-famille de (u1, ..., ua) est une famille libre.
— Cette sous-famille étant libre et génératrice, elle formera une base du sous-espace engendré
par la famille (w1, ..., ua), ce qui nous donnera la dimension de ce dernier.

Eléments de correction

Dans toute la suite, on notera F' = Vect (u1,u2,us, uq).
Etude du caractére libre de la famille (u1, ..., ug) : supposons que l'on ait : (%)
Atul + Aaug + Agusz + Aquqg = 0 ou (}\1, ey )\4) € R4,
La relation (%) conduit a écrire que :

201 — Ao +4X3+ A =0
A1+ A2+5X3+5X4=0
3AM —3X2+3X3 -3\ =0
A1+ A2— A3+ M =0

ce qui signifie que (A1, ..., A\q) est solution du systéme de représentation matricielle

2 —1 4 1 0
1 1 5 5 0 , . 2 .
3 -3 3 _3]o0 que I'on résout par échelonnement en lignes :
—1 1 —1 1 0
2 -1 4 1|0 2 -1 4 110
1 1 5 5|0 o 3 3 35 1o
3 -3 3 -=3|0 oLy o -2 -3 210
Lo+ Lo — 514 2 2
-1 1 -1 1|0/ ;o ,-2%,, \o & 1 2o
L4<—L4+§L1
2 -1 4 110 2 0 6 4|0
3 9 3 9
. o 3 0 4o - 0o 3 0 8o
Ly < L3 +1L L Li+ 2L
LicLi—irs \O 0 0 0]0 LETER g 0 0 0o
1 0 3 2|0
~L 0 1 2 3|0
0O 0 0 0|0
L1<—1L1
Lye3r, \O 0 0 0]0
Ainsi, on en déduit les relations :
A1 = —3X3—2)\4
{)\2 — oho3y o Qe MER

Par conséquent, on a :
9 —
V (A3, /\4) € R?, (—3)\3 — 2)\4) uy + (—2)\3 - 3/\4) u2 + Azusz + Aquqg = 0

On en déduit donc que la famille (u1, ..., ua) est une famille liée.
Recherche de relations de dépendance : En particulier, pour A3 = 0 et Ay = 1, il vient :

—2u1 — 3ug +uqg = 0 ce qui donne que ug = 2u; + 3us.

é
De méme, pour A3 =1 et \y =0, il vient : —3u; — 2uz +usz = 0 ce qui donne que
us = 3uy + 2usg.
Dimension et base de Vect (u1,...,us4) : D'aprés ce qui précéde :
Vect (u1,u2,us,us) = Vect (u1,u2,3ur + 2uz,2ui + 3u2)

= Vect (u1,u2)

Onadonc: F = Vect (u1,u2).

Par conséquent, la famille (u1,u2) est une famille génératrice de F.

Par ailleurs, les deux vecteurs uj et ug étant non nuls et non colinéaires, par théoréme,
ils forment une famille libre.

Par suite, (u1,u2) est une famille libre et génératrice de F', donc par définition, elle en
forme une base.

On sait par ailleurs que la dimension de F' est égale au nombre de vecteurs de |'une
quelconque de ses bases.

Ainsi, on en déduit que dim(F) = 2.

Autre méthode : par définition, dim (Vect (u1,u2,us,us)) = rg (F) o F est la famille
(ul, ey u4).
En notant A = Mat (u1, ..., ua) la matrice de la famille F dans la base canonique de R4, on
sait que rg (A) = rg (F).
2 —1 4 1
Lo eis 1 1 5 p .
Par définition A = 3 3 3 _3| et un échelonnement en lignes donne que :

-1 1 -1 1

2 -1 4 1 2 -1 4 1
1 1 5 5 o 2 3 32
~L 3 9
31 713 31 713 LyeL—4L, (0 72 73
- - L3+ L3 — 2L, 0 2 1 2
L4<—L4+§L1

2 -1 4 1

3 9

~L o & o2

L3« L3+ 1L
O 2 0 0 0 0

Ly <+ Ly — %Lz

On en déduit donc que rg (A) = 2 ce qui donne que rg (F) = 2 et donc que dim (F') = 2.
Pour obtenir une base de F', il suffit donc de trouver une famille de deux vecteurs de F' qui soit
libre, ou qui soit génératrice de F'.

En remarquant que u; et uz sont deux vecteurs de F' non nuls et non colinéaires, ils forment
donc une famille de libre de F.

Par suite la famille (u1,u2) est une famille libre de 2 vecteurs de F' qui est de dimension 2, donc
par théoréme, elle forme une base de F.
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