TSI | 2¢année Exercices a rédiger n° 09 ER09

Eléments de réflexion | Pistes de recherche

Les éléments développés ci-aprés ne sont souvent que des indications pour aboutir 3 la solution, qui détaillent la plupart du temps un cheminement a suivre
pour montrer le résultat demandé. La plupart des calculs sont laissés aux lecteurs. ..La mise en forme de certains calculs est faite de sorte a économiser de
I'espace et donc du papier, mais il conviendrait de ne pas les écrire en ligne notamment comme cela I'est parfois.

Un peu de technique

EX. 1| Rref.o0454

Calculer le déterminant suivant et donner le résultat sous forme factorisée :
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EX. 1| Eléments de correction | Réf . 0454

e Sia =1, la premiére et la derniére colonne sont identiques, donc le déterminant est non nul.
e Sia # 1, on retranche la quatriéme colonne a toutes les autres pour obtenir :

a—1 0 0 1 0 0 0
0 -1 0 1 0 0 0
0 0 a—-1 1 0 0 0
A=| 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 a=1 0 0
0 0 0 1 0 -1 0
0 0 0 1 0 0 a-1

et en additionnant a la quatriéme ligne : la premiére, la troisiéme, la cinquiéme et la septiéme, toutes multipliées

-1 . . .
T puis la deuxiéme et la sixiéme :

par —
a—1 0 0 1 0 0 0
0 -1 0 1 0 0 0
0 0 a-—1 1 0 0 0
2(a—3
A=l o o o =3 4 4
a—1
0 0 0 1 a—1 0 0
0 0 0 1 0 -1 0
0 0 0 1 0 0 a-1
Ce qui donne ensuite en développant suivant la quatriéme ligne :
A= A(a—1)*(a — 3)
Mobiliser I’ensemble de ses connaissances
EX. 2| ref. 4199
0 1 (0)
Soit A € M,(R) ou A = L . Pour 8 # 0+ km, k € Z, on pose pour tout n € N* : A, () =
(0) 1 0
det (A + (2cos(0)1,,)).
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Calculer A1(0) et Ax(0).

N S

Montrer que pour tout entier n > 3, on a :
Montrer par récurrence que :

Donner alors les valeurs propres de A.

A, (0) =2cos(0)A,—1(0) —
sin((n 4+ 1)0)
sin(f)

A,_2(0).

Yn>1, Ap(0) =

EX. 2]

1. Calcul de A,(9) :

Calcul de Ay (0) :

Eléments de correction | Réf. 4199

par définition de A, il vient que :

par définition de A, il vient que :

Al(o) =

Ax(0) =

2. Soit n > 3. En posant a = 2 cos(6), un calcul direct donne que :

év. p/r Cy

= abea(0) - (“) x|

Dév. p/r L1

nxn

0 + (D2 x1x|g - .

(n—1)x(n—1)
a 1 0

(n—1)x(n—1)

0 -, .
0 0 1

—_
O R O O

(n—2)x(n—2)

= aAn,l(Q) — An,g(G)

3. Pour tout n € N*, on pose P(n) :

sin((n 4+ 1)0) .

" An(0) = sin(6)

Montrons par récurrence double sur I'entier n que la proposition P(n) est vraie pour tout n > 1.

Initialisation :
] sin((1+1)0)

on sait que A;(6) = 2cos(h).
sin(26)

sin((1+1)0)

Comme sin(260) = 2sin(f) cos(f), on en déduit que A4 (0) = ce qui

sin(0)
est bien P(1).

~ sin(9)

sin(f)

De méme, Ay(6) = 4cos?(0) — 1.

- sin((241)0) _
O —im®

Ce qui est bien P(2).

sin(36)
sin(6)

sin(26)
(
) cos(6) + cos(20) sin(6)

. sin(6) .
2sin(f) cos?(0) + cos(20) sin(#)
sin(6)

2 cos?(0) + cos(20)
2cos?(0) + 2 cos?() — 1
4cosl ) —

0) +0)
sin(0)
0) co

sm(
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Hérédité : Soit n > 3. Supposons que I'on a P(n — 1) et P(n — 2) et montrons, sous cette hyptohése que I'on a
P(n).
D'apreés la question précédente :

An(0) = 2COS(G)A_n(1é?) - 'A?f(e)l)e)
Hypﬁ?ec. 2C;)S(0) bln(e) B sin(ﬁ)
= Sin(0) (2 cos() sin(n@) — sin((n — 1)0))
= ﬁ (sin(nb 4 0) + sin(nd — 0) — sin((n — 1)9))
B sin((n + 1)0)
B sin(#)

ce qui est bien P(n).
Conclusion : la proposition P(n) étant vraie aux rangs 1 et 2, et héréditaire, d'aprés le principe de récurrence
double, la proposition P(n) est vraie pour tout entier n.
4. A posséde au plus n valeurs propres puisqu’appartenant a .#,(R). Les valeurs propres A sont par ailleurs les racines
du polyndéme caractéristique de A qui est det (A, — A) = (—1)" det (A — AI,,).
En écrivant A, (0) = det (A — (—2cos(0)) 1,,), toutes les valeurs de 6 qui annulent A,,(#) donnent donc une valeur
propre de A.

k
On ne peut avoir § = 0. Pour tout 1 < k < n, An< il ):0.
n+1

Ainsi, le spectre de A est : sp(4) = {—2 cos (nk_’_ﬂl) 1<k < n}
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