BL | 1=année Exercices a rédiger n° 28 ER28

Eléments de correction

Les éléments développés ci-aprés ne sont souvent que des indications pour aboutir a la solution, qui détaillent la plupart du temps un cheminement a suivre
pour montrer le résultat demandé. La plupart des calculs sont laissés aux lecteurs...La mise en forme de certains calculs est faite de sorte a3 économiser de
|'espace et donc du papier, mais il conviendrait de ne pas les écrire en ligne notamment comme cela I'est parfois.

Un peu de technique

EX. 1| Rref.5309

Pour chacune des questions suivantes, on détaillera I'ensemble des calculs et opérations effectuées.

1. A l'aide d'identités remarquables et/ou de factorisation, calculer les nombres suivants :

A, = 2022 4 = 20212
(—2022)% + (-2021) x (2023) 2720202 420222 — 2
A - 1235 x 2469 — 1234 A, = 4002
57 1234 x 2469 + 1235 47 1000 x 1002 — 999 x 1001
6(n+1)
2. Soit n € N*\ {1}. Simplifier autant que possible le quotient N = n(n _22)_(’_2721 —2) .
n?(n —1)2

3. Soit t € R\ {—1}. On désigne par A et B les deux réels définis par :

1 2
= — et B=(1+¢) (14t
1+t2  (1+1t)? (1+2%) (1 +1)
Simplifier le produit A x B autant que possible.
. ) . . z? x? 222
4. Soit x € R*\{—1, 1}. Donner une expression la plus simple possible du résultat du calcul + — )
22—z ad+a? 23—z
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1. Un calcul direct donne que :

2022 20212
A = B Ay = =
(—2022)% + (-2021) x (2023) 20202 + 20222 — 2
B 2022 20212
© 20222 + (—2022 + 1) (2022 + 1) © 20202 — 1420222 — 1
B 2022 20212
20222 + (1 — 2022) (1 + 2022) (2020 — 1)(2020 4 1) + (2022 — 1)(2022 + 1)
B 2022 20212
20222 + 1 — 20222 =
209 2021 x 22(())1291 S 2021 x 2023
_ ogho T 2021 x (2019 + 2023)
B 20212
© 2021 x (2021 — 2 + 2021 + 2)
o 20212
N ) 2 x 2021 x 2021
-2
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A = 1235 x 2469 — 1234 A, = 4002
57 1234 x 2469 + 1235 * 71000 x 1002 — 999 x 1001
1234 X 2469 + 2469 — 1234 _ 4002
B 1234 x 2469 + 1235 ~ (1001 — 1)(1001 + 1) — (1000 — 1)(1000 + 1
1234 2469 + 1955 ( 21%02 )= N )
T 1234 x 2469 + 1235 ~ 10012 — 1 — (10002 — 1)
= 1 B 4002
~ 10012 — 10002
B 4002
- (1001 +1000)(1001 — 1000)
4002
2001
2
2. Soit n € N*\ {1}. On a directement que :
6(n+1)
n(n—1)2n—-2) 6(n+1) " n%(n—1)>2
2n +2  n(n—-1)(2n-2) 2n + 2
n2(n —1)2
6(n+1) n%(n—1)>2
= X
2n(n—1)(n—1) 2571 +1)
~ 3(n+1) _ n*(n—1)
 n(n—1)2 2(n+1)
_
2
3. Soit t € R\ {—1}. On a directement que :
AxB = LI x (1+12) (141)
1+t2  (1+41)2
4+t 1+t
N 1+41¢2 (1+41)2
= (14t - (1+1)?
- %
4. Soit x € R*\ {—1,1}. On a directement que :
x? n x3 222 _ x? n x3 222
22—z 23+22 23—z (-1 22(x+1) z(22-1)
- x " r 272
-1 a+1 z@-1)(z+1)
x x 2z

-1 241 @D+l
zx+1)+z(z—1)—22
(z —1)(z+1)

224+’ -2

(z—1)(z+1)

2x2 — 2z
e e D
@ 1+1)
z+1

Mobiliser I'’ensemble de ses connaissances
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EX. 2| ref.5311

Dans tout cet exercice, m désigne un réel quelconque.

1. On désigne par (E,,) I'équation suivante :  (E,,) : (m —4)22 —2(m —2)z+m —-1=0

a. Déterminer, si elles existent, les solutions réelles des équations (E3) et (Ej).
b. A quelle(s) condition(s) sur m I'équation (E,,) est-elle une équation de degré 1 en x? de degré 2 en z?

c. Quel est, en fonction de m, le nombre de solutions réelles de (E,,)?
On ne demande pas ici de les expliciter.

d. Expliciter alors en fonction de m, les solutions réelles de (E,,).
2. On désigne par (F,,) I'équation suivante :  (F,) : ma? + 122 4+ 9m = 0.
a. L'équation (Fp) admet-elle des solutions réelles 7 Si oui, les expliciter.

b. On suppose désormais pour toute la suite que m # 0.
Déterminer en fonction de m, le discriminant A,,, de I'équation (F},).

c. Etudier le signe de A,, en fonction de m.

d. Déduire de ce qui précéde les solutions réelles de (F},,) en fonction de m.
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1. a. Résolution de (F3): —2% — 22 + 2 = 0 : il s'agit d'une équation de degré 2 en z dont le discriminant A3 vaut

2 12 2—v12

12. Ainsi, (Es3) admet deux solutions réelles qui sont 5

Par conséquent, I'ensemble des solutions de (E3) est : {—1 — /3, -1+ /3}.

Résolution de (E,) : 3 —4x =0 : il s'agit d'une équation de degré 1 en = dont la solution est clairement 1

3
Par conséquent, |'ensemble des solutions de (Ej,) est : {4}

b. L'équation (E,,) est une équation de degré 1 en x lorsque le coefficient du terme de degré 2 est nul, a savoir
lorsque m —4 = 0, ce qui donne m = 4, et que le coefficient du terme de degré 1 est non nul, & savoir m—2 # 0,
mais comme nécessaire m = 4, c'est bien le cas.

L'équation (E,,) est une équation de degré 2 en x lorsque le coefficient du terme de degré 2 est non nul, a
savoir lorsque m — 4 # 0.

En conclusion, (E4) est une équation de degré 1 en z, et pour tout m # 4, (E,,) est une équation de degré 2
en .

. . . . . 3
c. Sim =4 : alors (E4) admet une unique solution réelle qui est T

Si m #4 : alors (E,,) est une équation de de degré 2 en z, dont le nombre de solutions est alors donnée par
le signe de son discriminant A,,,.
Par définition, ona: A, = (=2(m—2))>—4x (m—4)x (m—1)

4(m —2)% —4(m —4)(m — 1)

4((m=2)? = (m—4)(m—1))

4(m2—4m—|—4—m2+m+4m—4)

= 4m

Ainsi, il vient :

Si 4m < 0 c’est a dire m < 0 : alors A, < 0 et I'équation (E,,) n'admet pas de solutions.
Si 4m =0 c’est a dire m =0 : alors Ay = 0 et I'équation (Ey) admet une unique solution réelle.

Si 4m > 0 c’esta dire m > 0 : alors A,,, > 0 et 'équation (E,,) admet deux solutions réelles.

d. En reprenant la discussion précédente :

. . . . 3
Si m =4 : alors (E4) admet une unique solution réelle qui est T
Sim #4 : alors (E,,) est une équation de de degré 2 en x et il vient :
Si 4m =0 c’est a dire m = 0 : alors Ag = 0 et I'équation (Ep) : —422 + 4x — 1 = 0 admet une unique

. . 1
solution réelle qui est 3
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Si 4m > 0 c’esta dire m > 0 : alors A,,, > 0 et I'équation (E,,) admet deux solutions réelles qui sont
m—2—|—\/met -m+2+/m
m—4 m—4 '

2. a. Il est clair que (Fp) : 122 = 0 dont la seule solution est z = 0.

b. Par définition: A, = 122—4xmx9
= 122 —36m?
c. En poursuivant le calcul précédent, il vient que : A, = 122 — (6m)2

= (12—6m) (12 + 6m)
36(2—m)(2+m)

et on en déduit alors trivialement le signe de A, :

m —0o0 -2 0 2 400
S;gi e ncie i + + 0 _
S;gien‘ie —~ 0 + + +
dseigA”fn - 0 + + 0 -

d. L'étude de signe de A,,, permet d'établir que :

Sime {—2,1} alors Ay =0 et A_5 =0 : et parsuite (E3) et (EF_3) admettent chacune une unique solution
réelle qui sont respectivement —3 et 3.
Par conséquent, I'ensemble des solutions de (E3) est : {—3}.
Par conséquent, I'ensemble des solutions de (E_3) est : {3}.

t

3(—2+Vv4—m?) .

Sim € ]-2;2[ alors A,,, >0 : et par suite, (E,,) admet deux racines réelles qui sont

3(2+V4—m?)

m

m m

3 (—2+ V4 —m?) 3(2+\/4—m2)}_

Par conséquent, I'ensemble des solutions de (E,,) est : { ,—

CPGE-BL | 1®année | Mathématiques
Version du 08/09/2023 a 10:50

4 Pour le 08/09/2023 | Coefficient 1



