BL 1¢ année Exercices a rédiger n° 27 ER27

@Q noter & A garder en téte

Les éléments développés ci-aprés ne sont souvent que des indications pour aboutir a la solution, qui détaillent la plupart
du temps un cheminement a suivre pour montrer le résultat demandé. La plupart des calculs sont laissés aux lecteurs. . .La
mise en forme de certains calculs est faite de sorte & économiser de |'espace et donc du papier, mais il conviendrait de
ne pas les écrire en ligne notamment comme cela I'est parfois.

Un peu de technique

Exercice|[5305]| 1| Noyau et image

Dans tout ce qui suit n désigne un entier naturel non nul, f et g désignant quant a eux deux endomorphismes de R".
(1). Montrer que I'ona:  Ker (f) NIm(f) = f (Ker (f?)).
(2). Montrer que :  f (Ker (go f)) = Ker (g) N Im (f).
(3). Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

Assertion n°1 : Ker (f)NIm (f) = {(?}
Assertion n°2 : Ker (f) = Ker (f o f)

Eléments de correction

(1). On raisonne par double inclusion.

Inclusion Ker (f) NIm (f) C f (Ker (f?)) : soit y € Ker (f) NIm (f).
Montrons alors que y € f (Ker (f?)) cest a dire qu'il existe = € Ker (f?) tel que y = f(x).
Comme y € Ker (f), on sait que f(y) = (?
Comme y € Im (f), il existe z € R™ tel que y = f(z).
On en déduit alors que :  f (y) f(f(x)

= ()

et donc comme f(y) = ? il vient que f2(z) = 0 , ce qui assure que x € Ker (f?).
Par suite, il existe donc bien z € Ker (f?) tel que y = f(x) et donc que Ker (f) NIm (f) C f (Ker (f?)).

Inclusion f (Ker (f?)) C Ker (f) NIm (f) : soit y € f (Ker (f?)).
Montrons alors que y € Ker (f) NIm (f), c'est & dire que f(y) = ? et qu'il existe © € R™ tel que y = f(z).
Comme y € f (Ker (f?)), il existe donc = € Ker (f?) tel que y = f(x) et donc que y € Im (f).
Or il est immédiat que f(y) = f?(z) et comme z € Ker (f?), ona f2(z) = 0 ce qui assure que f(y) =
et donc que y € Ker (f), et finalement que y € Ker (f) NIm (f) qui donnera 'inclusion f (Ker (f?)) C
Ker (f) NIm (f).

(2). Raisonnons par double inclusion.

Inclusion f (Ker (go f)) C Ker (¢) NIm (f) : soit y € f (Ker (go f)).
Montrons que y € Ker (g) NIm (f) c'est a dire que g(y) = ? et qu'il existe x € R™ tel que y = f(x).
Comme y € f (Ker (go f)), il existe z € Ker (go f) tel que y = f(z) et donc y € Im (f).
Par suite, il vient que g(y) = g(f(z)) et comme z € Ker(go f) on a g(f(x)) = ? ce qui donne que
g(y) = 0 et donc que y € Ker (g).
Ainsi, y € Ker (g) N Im (f) et on a l'inclusion f (Ker (go f)) C Ker (g) N Im (f).

Inclusion Ker (¢) NIm (f) C f (Ker (go f)) : soit y € Ker(g) NIm (f).
Montrons que y € f (Ker (go f)), c'est a dire qu'il existe = € Ker (g o f) tel que y = f(z).
Comme y € Im (f), il existe z € R™ tel que y = f(z).

%
0

Comme y € Ker(g), alors g(y) = 0 et ainsi on a g(f(z)) = 0 ce qui assure que = € Ker (g o f), et donc
que y € f (Ker (go f)) et on a l'inclusion cherchée.

(3). Raisonnons par double implication.
Supposons que Ker (f) NIm (f) = {?} : montrons que Ker (f) = Ker (f?).

Pour cela raisonnons par double implication.
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Inclusion Ker (f) C Ker (f?) : soit z € Ker (f). Montrons que z € Ker (f?), c’est a dire que f?(z) = 0.
Comme x € Ker (f), alors f(x) = 6) et donc f(f(z)) = f (?) et comme f est linéaire, il vient que
f(f(x)) = 0 ce qui assure que f2(z) = 0 et donc que 2 € Ker (f?) d'ou I'inclusion cherchée.

Inclusion Ker (f?) C Ker (f) : soit z € Ker (f?). Montrons que z € Ker (f), c’est a dire que f(z) = 0.

Comme z € Ker (f2), on a f(f(z)) = 0 et donc f(x) € Ker (f). Or f(z) € Im(f), donc f(z) €
Im (f) NKer (f) et comme par hypothése Im (f) NKer (f) = {?} il vient que f(x) = ? et par suite
que z € Ker (f) ce qui donne l'inclusion voulue.
Supposons que Ker (f) = Ker (f?) : soit y € Ker (f) NIm (f). Montrons que y = 0.
Comme y € Im (f), il existe z € R™ tel que y = f(x). Comme y € Ker(f), on a donc f(y) =
f(z) = 0 Ainsi, z € Ker (f?), et comme Ker (f) = Ker (f?), on a € Ker (f) et donc f(z) = 0 ce
qui ameéne y = ?
On a donc Ker (f) NIm (f) C {0—>} la réciproque étant triviale puisque Ker (f) et Im (f) sont deux
sous-espaces de R™ donc contiennent le vecteur nul.

Mobiliser I'’ensemble de ses connaissances

Exercice| [56304]| 2| Coeur et nilespace d’'un endomorphisme

(1). Dans cette question, F désigne un ensemble quelconque et f et g sont deux applications de F dans E.

(a). Montrer que si f et g sont injectives, alors I'application g o f est injective.

(b). Montrer que si f et g sont surjectives, alors |'application g o f est surjective.

(2). Dans cette question, n désigne un entier naturel non nul, et f un endomorphisme de R™.
Pour tout k € N, on rappelle que 'on note f* la composée f* = fo fo...o f et que par convention fO = Id
\—,_/

k fois
ol Id désigne I'application identité de R™.

Par ailleurs, pour tout k € N, on désigne par Ny, le noyau de f* et par C}, I'image de f*.

(a). Soit k € N. Montrer que Ny C Ny et que Cry1 C Cy.
—+o0 —+o0
(b). On note alors N = U Nypet C = ﬂ C.
n=0 n=0
Montrer que N et C' sont deux sous-espaces vectoriel de R™.

(c). Montrer que C' et N sont stables par f, c'est a dire que I'on a:

Ve e C, f(x) e Cetque:Vx €N, f(z) €N

(d). Démontrer que :  (f est injective) < <N = {?})

(e). Démontrer que :  (f est surjective) < (C =E)

Elém

ents de correction

(1). Onnote h =go f.
(a). Soient z € E et 2’ € E tels que h(z) = h(z'), et montrons que x = z’.
On a donc g (f(x)) = g (f(z')). Comme g est injectif, on a donc f(z) = f(z').
Et par suite, comme | est injective, x = x’, ce qui assure alors que h est injective.
(b). Soient y € E. Montrons qu’il existe = € E tel que y = g(f(x)).
Comme g est surjective, il existe z € E tel que y = g(2).
Or z € E et f est surjective, donc il existe z € E tel que z = f(x).
Finalement, on a gie y = g(f(z)) ce qui assure bien que h est surjective.

(2)(a). Soit k € N.
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. . -
Inclusion N, C Ny, : Soit x € Ni. Montrons que f*+1(z) =0 .
— —
Comme z € Ny, ona f¥(z) =0 etdoncil vient que:  f(f*(z)) = f (O )
%
= 0

%
Or il est clair que f* (x) = f**1(x) ce qui assure que f**1(z) = 0
donc que = € Ny41.

Finalement, on a bien Ny, C Ngyq.

et donc que = € Ker (f*!) et

Inclusion Cy 1 C Cy : Soit y € Cky1. Montrons qu'il existe = € R” tel que y = f*(x).
Comme y € Cyy1, il existe z € R™ tel que y = f**1(z). Or il est clair que f* (f(2)) = fF+1(2).
Par suite, en posant z = f(z), il vient que y = f*(x) ce qui assure que y € C.
Finalement, on a bien que Cj41 C Cy.

(b). e N CR™: en effet, N étant la réunion de sous-ensembles de R™, N est donc un sous-ensemble de R™.

%
0 appartient a N : en effet, le vecteur nul appartient au noyau de f puisque par linéarité de f, on sait
— —
que f (O ) =0, donc comme Ker (f) = Ng C N, on a bien 0 € N.

A e R
Stabilité de N par combinaison linéaire : soient ¢ u € N et posons w = Au+ v. Montrons que
v € N

w € N, c'est a dire qu'il existe k" € N tel que w € N~ ce qui assurera que w € N.

Comme u € N, il existe k tel que u € N et de méme il exite &’ € N tel que v € Ni/. On peut
supposer sans perte de généralité que k < &'.

Par suite, on a donc que :  f*' (w) = ¥ (A +v)
= MY+ )
——

—
=0 car
veNk/

/ —
= AfE R (fF () +0
K-k (o
= M)
£k (uw)=0"
car u€ Ny .
=0
%
= 0
et donc en posant k&’ = k' on a bien que w € Ny~ et donc que w € N.

o C' C R™ : en effet, C étant |'intersection de sous-ensembles de R™, N est donc un sous-ensemble de R™.

— . . . P

0 € C : en effet, tous les Cy étant des sous-espaces vectoriels de R™ puisque par construction étant
I'image des endomorphismes f*, ils contiennent tous le vecteur nul, et donc le vecteur nul appartient
a leur intersection.

Stabilité de C' par combinaison linéaire : soient et posons w = Au + v. Montrons que

Qa=

S
S
S

< 2 >

we(C, cestadireque: VkeN, we C.
Puisque u € C,ona: VkeN, ue (.
De méme: VkeN,ve (.

Soit alors k& € N. Puisque u € C, et v € C}, et que C}, est un sous-espace vectoriel de R™ puisque par
construction étant I'image des endomorphismes f*, Au + v € C}, et donc w € Cy.

Par suite, on en déduit donc que : Vk € N, w € C}.
Ce qui signigie bien que w € C et que C est donc stable par combinaison linéaire.

=l

(c). Stabilité de N par f : soit x € N. Alors il existe k € N tel que = € Nj et donc que I'on a f¥(z) =

— —
Il est alors clair que f*™!(z) = 0 ce qui assure que f*f (z) = 0 et donc que f(z) € Ker (f*) = Ny,
et donc que f(z) € N.

Stabilité de C par f : soit y € C. Alors pour tout k € N, y € Cj, et donc f(y) € Ciy1. Ainsi, f(y) €

+oo +oo
ﬂ C,, mais comme on a trivialement f(y) € Cy il vient que f(y) € ﬂ Cy, et donc f(y) € C.
k=1 k=0

(d). Raisonnons par double implication :
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Supposons [ injectif : pour tout k € N, I'application f* est donc injective car c’est une composée d'injec-
tions, ce qui assure que Ker (fk) =<0 ; d’aprés la caractérisation des endomorphismes injectifs par le

— —
noyau. Ainsi, puisque pour tout k € N, Ny = {0 } il vient que N = {0 }

— —
Supposons que N = {0 } : on a donc que pour tout k € N, Ny, = {O } car si I'un des noyaux contenait

un autre vecteur que le vecteur nul, il serait nécessaire dans |'union de ces noyaux qui est N. Donc en
particulier Ny = Ker (f) est réduit au vecteur nul, ce qui assure le caractére injectif de f.

(e). Supposons f surjectif : pour tout k € N, I'application f* est donc surjective car c'est une composée
d'injections, ce qui assure que Im (fk) = FE d'aprés la caractérisation des endomorphismes surjectids par
leur image. Ainsi, puisque pour tout k € N, Cy, = F, il vient que C = FE

Supposons que C' = E : on a donc que pour tout k¥ € N, C, = E, car si I'une de ces images était stricte-
ment incluse dans F, leur intersection le serait aussi. Donc en particulier, C; = Im (f) est égal a E ce
qui assure le caractére surjectif de f.
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