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Consignes générales | Important

On attachera une grande importance a la rédaction des réponses, résoudre un exercice de mathématiques ne consiste nullement a produire un enchainement
ou enchevétrement d’écritures algébriques sans explications ou commentaires. La longueur d'une réponse n'a rien a voir avec la longueur de la question...On
fera donc apparaitre tous les résultats et raisonnements intermédiaires qui ont permis d’aboutir a la solution.

Dans le cas ot un(e) étudiant(e) repére ce qui lui semble &tre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés rapidement au professeur.

Un peu de technique

EX. 1] Ret.5335

afini H . * _ S (71)k+1 k
Pour z € R, on définit la suite (S, (z)), ey Par: Vn e N*, S,(z) = ]; —
" " (cayt
1. Justifier que :  Vz €]-1;1], In(1 4+ z) = Sp+1(z) + T dt.
0

2. Etudier la convergence des deux suites (S2,,(1)),,cx- €t (S2nt1(1)),en-
3. Soit x € |-1;1[. Démontrer que (S, (x)), oy est convergente.

4. Montrer et que I'on a :

+ k+1
-1
Ve e]-1;1], In(1 +z) = E %xh
k=1

5. Si x € |—o0; —1] U]1; +00], la suite (S, (z)), oy est-elle convergente ?

6. Justifier les deux formules suivantes :

Mobiliser I'’ensemble de ses connaissances

EX. 2| Rref.5334

Dans tout ce qui suit, n désignera un entier naturel non nul.

Toutes les variables aléatoires que I'on considérera sont définies sur un espace probabilisé (2, .4, P).

On place n boules dans n boites numérotées de 1 a n selon le protocole suivant : chaque boule est placée uniformément
et indépendamment des autres boules (une boite pouvant donc contenir plus boules).

Si U; désigne le numéro de la boite contenant la boule numéro i, les variables aléatoires U; sont ainsi indépendantes et
suivent chacune la loi uniforme sur [1;n].

Pour tout i € [1;n], on note N; la variable aléatoire égale au nombre de boules contenues dans la boite n°i et N =
sup (N, ..., N,), c'est & dire que N désigne donc le plus grand nombre de boules contenues dans une des n boites.

1. a. Déterminer, pour tout i € [1;n], la loi de la variable aléatoire N;.

b. Les variables Ny, ..., N,, sont-elles indépendantes?
2. Montrer qu'il existe une suite (o), de réels positifs et de limite +oc0 telle que, pour tout entier k£ non nul :
e \™* 1
)-8
. ay In (In (n
Pour tout la suite, on admettra que : an In (In (n)) — 3.
In (n) n—+00
3. Montrer que N admet une espérance et que, pour tout « € [1;n], ona: E(N) <nP([N >a])+ .

4. a. Etablir que, pour tout k € [1;n],ona: P([N=k]) < ZIP’([Ni =k]) < o
i=1 ’
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. 1 e\k
b. Montrer que pour tout entier non nul k,ona: — < (E> .
<n?

k! —
c. En déduire que, pour tout a € [1;n), 0ona: P ([N > a])

(&)
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