BL | 2¢année Exercices a rédiger n° 24

ER24

Eléments de correction

Les éléments développés ci-aprés ne sont souvent que des indications pour aboutir a la solution, qui détaillent la plupart du temps un cheminement a suivre
pour montrer le résultat demandé. La plupart des calculs sont laissés aux lecteurs...La mise en forme de certains calculs est faite de sorte a3 économiser de

|'espace et donc du papier, mais il conviendrait de ne pas les écrire en ligne notamment comme cela I'est parfois.

Un peu de technique

EX. 1] Ret.5335

DM

Pour z € R, on définit la suite (S, (z)),cy Par:  Vn e N*, S,(z) = Z Y
k=1
3 x (_t)n+l
1. Justifier que : Vo € ]-1;1], In(1 + z) = Sy (x) + it dt.
0

2. Etudier la convergence des deux suites (S2,,(1)),,cr- €t (S2n41(1)),en-
3. Soit x € |—-1;1[. Démontrer que (S, (x)), oy est convergente.

4. Montrer et que I'on a :

too (=1)k+1
Ve e]-1;1], In(l1 4+ 2) = Z Txk
k=1

5. Si z € |—o0; —1] U]1; +o0], la suite (S, (x)),cy est-elle convergente ?

6. Justifier les deux formules suivantes :

+ool

EX. 1| Eléments de correction | Réf. 5335
1. Soit z € |-1;1] et n € N*.

Comme z # —1, on a —z # 1 et il vient que : Z(—ac)’€ =

Ainsi, on a : zn:(—m)k ! (co)™

k=0

:1—|—x 1+

Les différentes fonctions mises en jeu dans la relation précédentes étant clairement continues sur [0; z], il vient donc :

[Eer)e-f (Fm 55«

k=0

et par linéarité de I'intégrale que :

n

Z</Oz(—t)kdt> :/Omllﬁdt—/om(lﬂjdt
L T

k=0
=In(1+x)
, : Y (=D* k1
Or il est clair que : (—t)¥dt = x
0 +1
: —~ ([T —~ (DY
On en déduit alors que : Z / (—t)k at = Z okt
k=0 /0 o kL
+1 P

n (_1)] 11‘3‘
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et on obtient donc la relation voulue.
2. Etude de (S,(1)), oy : Soit n € N*.
On a direment que : Sotnt1) —S2n = Sant2 — Sop .
= T+l nt2
2 +1— (2n+2)
(2n + 1)(1271 +2)

2n+1)(2n+2)
< 0

Par conséquent la suite (S2;,), - est décroissante.

Etude de (S,11(1)), . ¢ Soit n € N*.

On a direment que :  So(ny1)41 — Sant1 = S2ntz — Sant1
1 1

2n+2 2n+3
2n+3—(2n+2)

(2n + 2{(271 +3)

(2n+2)(2n+ 3)
> 0
Par conséquent la suite (S2,41),,cn~ €St croissante.
i (_1)2n+1
Etude de la limite de S5, 11 — Sy, : il est immédiat que : Vn € N*| Sy, 11 — Sy, = T
n
(-1)2n+1 .
et comme il n_)—+>oo 0, il vient que So,11 — Sap n_>—+>oo 0.

En conclusion, les deux suites (SZn(E[))_neN* et (S2n41(1)),cn sont adjacentes, et donc par théoréme, sont conver-
gentes et convergent vers la méme limite.

3. On commence par remarquer que la suite (S,(7)),cy est exactement la suite des sommes partielles de la série
k+1
D
k
k+1
=D

Soit # € ]—1;1[. Etudions la convergence absolue de la série Z — c'est a dire la convergence de la série

" o
Z o dont la convergence est immédiate pour x = 0.

k
T
Pour tout k£ € N*, on pose u, = %
Pour 2 #£ 0, il est clair que :  Vk € N*, up >0
. U k
Par ailleurs, on a : Vk € N*| Rl _ ||
U, k+1
= 1 |$|
1+ -
k
Cu
et par suite, —! |-
U k—+oo

k
x
Puisque = € ]—1;1[, on a |z| < 1 et donc d’'aprés le critére de d’Alembert, il vient que la série Z%

z* et donc la convergence de cette derniére,

est

) , ) -1 k+1
convergente, ce qui assure |'absolue convergence de la série E %

ce qui assure que la suite (S,()), oy est convergente.

x —t n+1
4. Onsaitque: Vze]-1;1], In(1+ ) = Spy1(x) —|—/ % dt.
0
: . (—t)ntt 1
Soit z € [0;1]. On a clairement que :  Vt € [0; 2], Tir <t
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Donc par croissance de l'intégrale, il vient que :

Comme il est clair que
n+ 2 n—4oo

x —t n+1 T —t n+1
/ 7( ) dt) < / 7( ) dt
o 1+t o | 1+t
< "t
19n+1
- n-42
T
- n+2
s (-t
— 0, il vient par le théoréme d’'encadrement que / —dt — 0.
0 1+t n—+o00

Dans le cas ot = € |—1;0], on effectue le méme raisonnement sur I'intervalle [0; —z] aprés avoir effectué le change-

ment de variable u = —z.
oo (—1)k+1 . o
Comme Sy, 11(x) n_>—+>oo 2 % . onen déduit que :
| y too (—1)F+L
z€]-1;1], In(1 + z) :;Tl«

5. Soit z € |—o0; —1] U ]1; +o0].

— 400 par croissances comparées, et donc le terme général de la série

-1 k+1 ) ) ) )
E sz ne converge pas vers 0 ce qui donne une divergence grossiére pour cette série, et par consquent,

k klIn(x)
Six>0:a|ors%:ek N
k
la suite (Sn()),cy est divergente.
S G VAl

T
i 0: alors — =
Sixz< aorsk 3

6. Onsaitque: Vzel]-1;1],In(1+2z)= Zi
k—

Ainsi, pour z =1, il vient que :  In(2) =

1
N | 1
De méme, pour x = —5 il vient que : In 3

et on en revient au cas précédent pour obtenir la divergence de la suite (S, ()),,c-

+
8

o ()
1)k+1

(-
— X (—1)* x =

(_1)2k+1

k2k

+o0 1
_ZW
k=1

M0

>
Il
—

1
et comme In <2> = —1In(2), on obtient bien la formule 2.

Mobiliser I’ensemble de ses connaissances

EX. 2] Ret. 5334

suivent chacune la loi uniforme sur [1;n].

sup (Ny, ...

Dans tout ce qui suit, n désignera un entier naturel non nul.

Toutes les variables aléatoires que I'on considérera sont définies sur un espace probabilisé (€2, A, P).

On place n boules dans n boites numérotées de 1 a n selon le protocole suivant : chaque boule est placée uniformément
et indépendamment des autres boules (une boite pouvant donc contenir plus boules).

Si U; désigne le numéro de la boite contenant la boule numéro i, les variables aléatoires U; sont ainsi indépendantes et

Pour tout @ € [1;n], on note N; la variable aléatoire égale au nombre de boules contenues dans la boite n°i et N =
,Nyp,), c'est a dire que N désigne donc le plus grand nombre de boules contenues dans une des n boites.

CPGE-BL | 2®année | Mathématiques
Version du 17/10/2023 a 19:39

Pour le 17/10/2023 | Coefficient 1



BL | 2¢année Exercices a rédiger n° 24 ER24

1. a. Déterminer, pour tout ¢ € [1;n], la loi de la variable aléatoire IV;.
b. Les variables Ny, ..., N,, sont-elles indépendantes?
2. Montrer qu'il existe une suite (o), de réels positifs et de limite +o00 telle que, pour tout entier k£ non nul :
e\ 1
o o k3
. ay In (In (n
Pour tout la suite, on admettra que : M — 3.
In (n) n—s4oo
3. Montrer que N admet une espérance et que, pour tout « € [1;n], ona: E(N) <nP ([N >a])+ a.
. " n
4. a. Etablir que, pour tout k € [1;n],ona: P([N =k]) < Z]P’([NZ- =k]) < 7
i=1 ’
. 1 e\k
b. Montrer que pour tout entier non nul k, on a : T < (E) .
c. En déduire que, pour tout a € [1;n], ona: P([N > a]) <n? (—) .
o
EX. 2 | Eléments de correction | Réf. 5334
1. a. On considére le schéma de Bernoulli suivant :
Epreuve de Bernoulli : on prend une boule et on la met dans une des boites.
L'événement succés considéré est « la boule est mise dans la boite NV; »
. 1
La probabilité du succés est égale a —.
n
Répétition de I’épreuve de Bernoulli : on répéte cette épreuve n fois de maniére indépendante et dans des
conditions identiques, de sorte que la variable aléatoire qui compte le nombre de succés lors de cette répétition,
. . . 1
suit la loi binomiale B | n; — ).
n
Or la varialbe aléatoire qui compte le nombre de succés lors de la réalisation de ce schéma de Bernoulli donne
exactement le nombre de boules présentes dans la boite n°i4, c'est a dire que N;, et donc que N; suit la loi
1
B(n; —|.
n
b. Il vient directement que : P ([N; =n|N[Ny=n])=0car [Ny =n|N[Na=n] =2
et que P([N; =n]) x P([Ny =n]) #0.
Ainsi les variables aléatoires Ny, ..., N,, ne sont pas mutuellement indépendantes.
. . e\t
2. On considére la fonction f : t — (;) =et~tn(®),

Il est clair que f est définie, continue et dérivable sur ]0; +o00[ et que I'on a :

Wt € 10 +ool, f1(t) = 1—1><ln(t)—t><1>><et“n(t)
= —In(t) f(?)
~~
>0

Ainsi, I'expression f’(t) est du méme signe que —In(t) sur ]0;+oo], ce qui donne le tableau de variations suivant
pour f :

t 0 1 +00
Signe
de ?/(t) + 0 -
e
Variations / \
de f
1 0

CPGE-BL | 2®année | Mathématiques

. 4 Pour le 17/10/2023 | Coefficient 1
Version du 17/10/2023 a 19:39



BL | 2¢année Exercices a rédiger n° 24 ER24

Limite de f en 0 : par croissances comparées on sait que ¢ In(t) ﬁ 0 ce qui assurera par somme et composition
—

que ettt 5 00 =1,
t—0

Limite de f en +oo0 : onat —tln(¢t) =t (1 —In(t)) —> —oo par produit, ce qui assure par composition que

t——+o0
. 17 L U 1 .
Soit alors k& € N*. Puisque Z € ]0;1], compte-tenu des variations de f, I'équation f(z) = s ne peut avoir de
solution que sur l'intervalle [e; +00].
Par ailleurs :
e La fonction f est continue sur [e; +ool;
e La fonction f est strictement décroissante sur [e; +o0[;
1
* 3 appartient a l'intervalle Jlim ¢, +oof(t);e] =]0;e]
Ainsi, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(t) = = admet une unique solution sur |1; 00|,
que l'on note «y,.
. . 1 1 .
Par ailleurs, par construction f (ay) = 5 et f(ag+1) = -7——7 ce qui assure que f (ay) > f(ag41) et par

k (k+1)3

stricte décroissance de f sur I'intervalle [1; 400 assure que o, < a1, et donc que la suite (o)~ est strictement
croissante. Si elle était convergente, compte-tenu du théoréme de la limite monotone, elle serait nécessairement
majorée. || existerait donc M tel que : Vk e N* ap < M .

Par décroissance de la fonction f sur [1; 400, il viendrait que :  Vk € N*, f, oy > f(M).
—

1
k3
: : . : 1
Ce dernier point contredit le fait que — — 0.
k3 k—+o00
Par conséquent on a bien a, — +oc.
k——+oo
3. On a clairement que N (©) = [1;n], donc admet une espérance.
Par définition de E(N), ona: E(N) =Y kP ([N =k
k=1
Soit alors o € [1;n]. Il est clairque:  E(N) = Z kP ([N =k]) + Z EP ([N = k])
iza Ko
< STaP(N=k)+ 3 aP(IN = k)
i<a Ko
= a) P(N=k)+n) P(N=Ek|)
hea Koo
n
< a) P(IN=k)+nP(N > al)
Ko
ax1+nP([N > a])

I IA

a+nP ([N > a])

4. a. |l est clair que [N = k] C U [N; = K].
i=1

Par suite, comme il s'agit d'une union disjointe, il vient que : P ([N =k]) < ZP([Ni = k])

Oronsait que: Vk e [L;n], P([N;=k]) = <Z> (1>k (1 - 1>nk

n n
nn—1)...(n—k+1) \N"" 1
p— 1 _— R
nk x n T
—_————
<1 <1
) <
< p—
S R
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ce qui assure donc que : P ([N =

D <nx—

k!

b. Soit £ € N. Si X désigne une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre k, on a nécessairement que

k! —

K 1 (k"
P([X =k]) <1, et comme dans ce cas on a P ([X = k]) = e*kg <1, on en déduit que — > (e) ce qui

est la relation demandée par passage a l'inverse.

c. On adirement que: P ([N > qa])

IN

IN

IN

IA I

IA

Y B(IN=4k)

k>a

"1
n Z %

k=1

k>a

n

1 C T L N
n E — ou 3 est I'entier immédiatement supérieur a
B!
k=1

k>a

1

nXxXnx —

Bl

n?f (a) par décroissance de f
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