BL 1° année Exercices a rédiger n° 24 ER24

@ noter & A garder en téte

Les éléments développés ci-aprés ne sont souvent que des indications pour aboutir a la solution, qui détaillent la plupart
du temps un cheminement a suivre pour montrer le résultat demandé. La plupart des calculs sont laissés aux lecteurs. . .La
mise en forme de certains calculs est faite de sorte & économiser de |'espace et donc du papier, mais il conviendrait de
ne pas les écrire en ligne notamment comme cela I'est parfois.

Un peu de technique

Exercice| [6255]| 1| Changement de bases pour un endomorphisme

Dans tout cet exercice, on désigne par u et v les vecteurs de R? donnés par u = (1,1,1) et v = (1,0, 1).

On considére alors I'application f définie par :

f: R3 — R3
(z,9,2) — (x+y—2)u+(z+2y+2)v
et on désigne par B3 = (e, e2,¢e3) la base canonique de R3.
(1). Montrer que f est un endomorphisme de R3.
(2). Déterminer la matrice A de f dans la base Bs.
(3). On considére la famille de vecteurs C = (uq,us,ug) donnée par uy = (—=3,1,-3), us = (1,0,1) et ug =
(3,-2,1).
Montrer que C est une base de R3.
(4). Donner la matrice de passage P de la base B3 a la base C, puis calculer P~ 1.

(5). On note alors B la matrice de f dans la base C. Déterminer B a I'aide de la formule de changement de base
pour les endomorphismes.

Eléments de correction

(1). Image de R? par f : il est immédiat que I'image d’'un élément de R? par f est un élment de R3.

A e R

Image d’une combinaison linéaire par f : soient wy = (r1,y1,21) € R3 | posons ws = (3,3, 23)
Wy = (l’Q,yQ,ZQ) € R?
T3 = Ax1+ o

donné par w3 = Aw; + wy ol par construction on a : ys = Ay1+y2 et montrons que f (ws) =
z3 = Az3+ys

Af (w1) + f (w2).

On a par définition de f que :

f(ws) = (r3+ys—2z3)u+ (v3+2y3+ 23)0
= (Az1+ze+Ay1+y2+Az3+ys)u+ (Axy + 22 +2 Ay +y2) + Azs +y3) v
(A(@1+y1+21) + (@2 +y2 + 22)) u+ (A(@1 + 2y1 + 21) + (22 + 2y2 + 22)) v
= )\(.’1?1+y1+21)u+(1‘2+y2+22)u+
Ay +2y1 4 21) v + (22 4+ 292 + 22) v
= ANzi4+yi+z)ut+ (@1 +2y1 +21)v
(xo +y2 + 22) u+ (X2 + 2y2 + 22) v

=f(w2)
= Azi4yi+z)u+ (x4 2y1 + 21) v+ f (w)

=f(w2)
= A (w1) + f(w2)

et donc f est bien linéaire.

Conclusion : f est une application linéaire de R3 dans R3, c’est donc par définition un endomorphisme de R3.
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(2). Un calcul direct donne que :  f(e1) = u+w
= (2,1,2)
flea) = u+2v
= (3,1,3)
fles) = —utw
= (0,-1,0)
2 3 0
et donc par définition, la matrice A de f dansla base By est: A=[1 1 -1
2 3 0
-3 1 3
(3). Ennotant @ = | 1 0 —2| la matrice de la famille de vecteurs C dans la base canonique, par théoréme,
-3 1 1

cette famille de trois vecteurs de R® est une base de R? si, et seulement si, la matrice ) est inversible, c'est a
dire ici de rang égal a 3.
Un échelonnement en lignes donne que :

-3 1 3 -3 1 3
1 0 -2 ~r 0 1 -1
-3 1 1 Ly« Lo+ 3La 0 0 -2

L3 <+ Ls — 1Ly

et par suite () est de rang 3 et donc C est une base de R3.

-3 1 3
(4). Par définition d'une matrice de passage,ona P=|( 1 0 -2
-3 1 1

On obtient alors I'inverse de la matrice P par échelonnement réduit en ligne de la matrice augmentée (P|I3) :

-3 1 31100 -3 1 3|1 00
1 0 -2/0 10 ~r 0 3 —-1|3 10
-3 1 11]0 0 1 Ly Ly + 3Ly 0 0 -2|-1 0 1

L3+ Ly — 1L

Il'y a 3 pivots non nuls. Le rang de la matrice est donc 3 et la matrice est ainsi inversible puisque carrée d'ordre
3 et de rang 3.
On poursuit alors I'échelonnement pour obtenir une matrice échelonnée réduite :

-3 1 3|1 00 -3 1 0 |-+ o0 3
L 411 1 0 ~ o + o] 2 1 -1
0 3 3 L 3 6 2
0 0 -2|-1 0 1 Ly Ly = 3Ls 0 0 -2|-1 0 1
Ly (—L1+§L3
-3 0 0 |-3 -3 3 10 01 1 -1
1 5 1 5 3
~r 0 5 0] 5 1 =3 ~r 010?3—?
Ly Ly = 3Ly 0 0 —2|-1 0 1 Ly =30 00 1[f o -1
Lo < 3L 2 2
L3<——%L3
1 1 -1
etainsiP'=1|5 3 -2
Tty _t
2 2
(5). D’aprés les formules de changement de bases pour les endomorphismes, on a que: B = P 'AP.
1 00
Un calcul direct donne alorsque B= |0 2 0
0 00
Mobiliser I'’ensemble de ses connaissances
CPGE-BL - Mathématiques 5 Pour le 31/03/2023

Version du 17-03-2023 a 11:31



BL 1° année Exercices a rédiger n° 24 ER24

Exercice| [5253]| 2| Application linéaire

On désigne par Fy et Fy les deux sous-ensembles de R* définis par :
F={(z,y,2,t),z+y+z+t=0etaxz—y+2z—t=0} F, = Vect ((1,1,1,1),(1,0,0,0))

(1). Démontrer que Fy est un sous-espace vectoriel de R*.
(2). Déterminer une base de F) et donner une base de F». En préciser leur dimension.
(3)- Soit u € R* un vecteur quelconque fixé.

Montrer qu'il existe un unique couple (f1, f2) € F1 X F tel que u = f1 + fo, et le déterminer en fonction des
composantes du vecteur .

(4). On considére alors I'application f définie par :
fi|RY — RY
u — fi—f2
ol fi et fy sont les vecteurs définis a la question précédente pour un vecteur u quelconque de R*.
(a)- Montrer que f est une application linéaire.
(b). Déterminer le noyau de f. Qu'en déduire pour f7?
(c). Démontrer alors que F; = Ker (f —Id) et que F5 = Ker (f + Id) ou Id désigne I'application identité de
R
(d). On désigne par B la famille obtenue par concaténation de la base de F et de la base de F» trouvée a la
question (2).
Montrer que B est une base de R*.
(e). Déterminer alors la matrice de f dans la base B.
(5). On désigne alors par B, la base canonique de R*.
(a). Ecrire la matrice de passage P de la base B, a la base B.

(b). A I'aide des formules de changement de bases pour les endomorphismes, donner la matrice de f dans la base
By.

Eléments de correction

(1). F;y C R* : par construction de F

— —
Le vecteur nul 0 de R* appartient & F; : eneffet,ona 0 = (0,0,0,0) et 0+0+0+0 = 0 et 0—0+0—0 = 0.
A e R
Stabilité de I par combinaison linéaire : soient uy = (x1,¥1,21,t1) € F1 , on pose uz = Auj + us
ug = (T2,Y2,22,t2) € Fp
T3 = Ar1+ o
U si — 1T3,Y3,23,t3 Yys = Ay1+ye
ol si uz = v ona v = Azt
ts = Mip+1to

Montrons que uz € F}.
Un calcul direct donne que : T3+ yYs+z3+ts = Ar1+ T2+ Ayr +y2 + Az + 20 + Ay + 1o
= Ar1+ Ay + Az + Ay + 22+ Y2 + 22+t
—_—

=0 car u2€F
= MNaxi+y1+21+1t1)40
=0 car uy, €F
= 040
= 0
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et de méme : T3 —Ys+23—13 = Ax1 + X9 — ()\yl ~|—y2) + Az1 + 20 — (/\tl —|—t2)
= AT1 —Ay1 + A2 — M1+ 22 —ya + 22 — 12
—_——

=0 car ux €Fy
= )\(acl—yl—i-zl—tl)-i—o
=0 car u; €F
= 0+0
= 0

et par suite ug € F}.
Conclusion : F} est bien un sous-espace vectoriel de R*.

(2). Base de F; : Par construction F, est un sous-espace vectoriel de R*, dont une famille génératrice est F» =
{(1,1,1,1),(1,0,0,0)}.
Les deux vecteurs de F5 étant non nuls et non colinéaires, ils forment une famille libre, et par suite, la famille
Fo est une base de 5.

Base de I} : on a tout d'abord que :

r+y+z+t=0
T—y+z—1t=0
4+ y+z+ t=0

(u=(x,y,2,t) € F) &

i3

— 2y —2t=0
z+y+z2+t=0
<~
Y +t=0
& {z +z =0y+t=0
g (uEVect ((1,0,—1,0),(0,1,0,—1)))

Ainsi, F; = Vect ((1,0,—1,0),(0,1,0,—1)) et sur le méme principe que pour F5, la famille 73 =
(1,0,—1,0),(0,1,0,—1) est une base de F}.

Dimension de I} et F5 : la dimension d'un espace étant égal au nombre de vecteurs d'une de ses bases, on en
déduit que F et F5 sont de dimension 2.

(3). Les deux vecteurs f; et fo cherchés étant combinaisons linéaires des vecteurs des familles F; et F» il vient que :

(3 (f1, f2) € F1 X Fa, u= f1 + f2)

A (3!(@1,@2,61,52) €R47 U= ay (1,0,—1,0)+C¥2 (071707 +61 131a1a1)+ﬁ2 (1a07070))
1 0 1 1
R ) . 0 1 10
& Le systéme carré de matrice A = 10 1 0 admet une unique solution
0 -1 1 0
& (rg(4) =4)
Un échelonnement en lignes de la matrice A donne que :
1 0 1 1 1 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1 0
~L
1 0 10| . 7k, o o 21
0 -1 1 0 0 -1 1 0
1 01 1 1 01 1
01 10 01 1 0
~rL ~r
Ly« Ls+ 1L 00 21 Ly« Ly—1Ls 00 2 1
00 2 0 0 00 -1

et ainsi que A est bien de rang 4, ce qui assure |'existence et I'unicité du couple (f1, f2) demandé.
Par suite en notant u = (x,y, z,t) et en reprenant et poursuivant |'échelonnement précédent, il vient que :
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1 0 1 1]« 1 0 1 1 T
0 1 1 0]y N 0 1 1 0] y
-1 0 1 0]z Ls < Ly + 1L, 0 0 2 1|lz+z
0 -1 1 0|t 0 -1 1 0 t
1 0 1 1 T 1 01 1 T
01 1 0 Yy 01 1 0 Y
Ly ¢ Ly + 1Ly 002 ljztz Ly Ly —1L3 00 2 1 z+z
00 2 0|t+y 000 —1|—ax4+y—z+t
1 01 0 y—z+t
01 1 O Y
~rL
Ls+ Ly +1Ls 00 2 0 y+t
Ly <+ L1+ 1Ly 00 0 —1|—=24+y—z+t
1 1 1
1 1 1
L 00 0| gy—gz+yt 100 0)gy—gz+s5t
1 1
1 1 Zy— =
~r 010 0 SV 5t o~ 0100 %y %t
1 1
ot (oo 2 0 y+i BEAE o0 1 o Syt
000 —1|—-2z4+y—2z+t 00 0 1| a—yt+s—t

et on trouve donc que :

r— y+ z— t=p
ce qui permet d'expliciter les vecteurs f1 = aq (1,0,—1,0)+ a2 (0,1,0,—1) et fo = F1 (1,1,1,1)+ 52 (1,0,0,0).
1
Ilvient alorsque: fi=-(y—z4+t,y—t,—y—z+t,y—t)

2
1
et que : f2:§(2m—y+2z—t,y+t,y+t).
A e R
(4)(a). Soient { u € R* eton pose w = Au+ v. Montrons que f (w) = Af(u) + f(v).
v € R*

D'aprés ce qui précéde il existe trois uniques couples (fi1, f2), (g1,92) et (h1,he) de Fy x Fy tels que
u=f1+ fo,v=g1+g2 et w=hy + ho.
On doit donc montrer que hy — ho = A (f1 — f2) + (g1 — g2)-
Par construction de w, on adonc: w = A(fi+ f2) + (g1 + g2)
= Mita+Afete
Or Fy et I, étant deux sous-espaces de R*, on a A\f; + g1 € F| et A\g1 + g2 € F; et l'unicité établie

L. hy = Ai+an
précédemment, donne que { hy = Aot o
Par définition de f, il vient alors que : fw) = hy—h

Mi+g1— (A2 +g2)
= AMi—Aa+g1—92
=f(v)
= Afi—f2)=f(u) + f(v)
——

= AM(u)+ f(v)
et par suite f est bien linéaire.
(b). Soit u € Ker (f) et écrivons u = f1 + f2 avec (f1, fo) € Fy X Fb.
— —
Puisque f(u) = 0 par hypothése, f1 — fo = 0, c'est a dire fi = fa.
Ainsi, f1 et fo sont deux éléments de F N F5.
%
Montrons alors que Fy N Fy C {0 }
Soit alors v € Fy N Fy. Puisque v € Fy, il existe (o, 3) € R? tel que v = a(1,1,1,1) + 5(1,0,0,0) c'est a
dire que v = (a + 5, o, o, ).
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Or v € Fy, donc on doit avoir : a+ B+ a+a+a=0et 64;)04—014—04—01 =0 c'est a dire qu3>4oz+6 =0
et 3 =0, ce qui assure que a« = 0 et 3 =0, donc que v = 0 , et finalement que F; N F, C {O }
Par suite, le vecteur u est donc nécessairement le vecteur nul puisque f; € F1 N Fy.
On en déduit donc que Ker(f) = {5)} ce qui assure le caractére injectif de f, et comme f est un
endomorphisme de R* qui est de dimension finie, par théoréme, f est bijectif, et c’est donc un automorphisme.
(c). Lien Fy et Ker (f —Id) : par définition, ona: Ker (f —1Id) = {u eRY (f—1d) (u) = ?}

ou encore que :  Ker (f —1d) = {u e R*, f(u) =u}

Il vient donc que :  Ker (f—Id)={u=fi+ f2 R fi — fo=fi+ fo}

cestadireque: Ker (f—Id)={u=fi+ fo eR* fo =0}

et finalement que : Ker (f —1Id) = F;
Lien F; et Ker (f +1d) : par définition, ona: Ker (f+1d) = {u eRY (f+1d) (u) = ?}

ou encore que :  Ker (f +1d) = {u € R*, f(u) = —u}

Il vient donc que :  Ker (f+1d)={u=fi+ f2 €RY f1 — fo=—f1 — f}

cestadireque: Ker (f+1d)={u=fi+ fo eR? f1 =0}

et finalement que : Ker (f +1d) = Fy

1 0 1 1
0 1 10 . . . 4
(d). En notant A = 1 0 1 0 la matrice de la famille de vecteurs B dans la base canonique de R*, par
0 -1 1 0
théoréme, la famille B est une base de R* si, et seulement si, la matrice A est inversible, c’est a dire est de

rang 4.
Les calculs menés a la question (3) assurent que A est de rang 4 et par suite qu’elle est inversible, et que B
est inversible

(e). Puisque (1,0,—1,0) € Fy, par ce qui précéde f(1,0,—1,0) = (1,0,—1,0). De méme, on a que
f (07 1a 0’ _1> = (0’ ]-707 _1)
Puisque (1,1,1,1) € F5, par ce qui précéde, ona f(1,1,1,1) = —(1,1,1,1) et de mémeon a f(1,0,0,0) =

—(1,0,0,0).

1 0 0 0

Par suite, la matrice B de f dans la base B est par construction : B = 8 (1) _01 8

00 0 -1
1 0 1 1

a). Par définition, la matrice de passage de 54 a BB est la matrice P = rencontrée précé-

5)(a). Par definition, la matrice d deByaBestlamtice P=| " o | o
0 -1 1 0

demment.

(b). En notant A la matrice de f dans la base By, la formule de changement de base pour les endomorphismes
donnent que B = P~ ' AP et par suite que A = PBP~!.
On recherche I'inverse de la matrice P par échelonnement en lignes de la matrice augmentée (P|1y) :
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1 0 1 1|1 0 0 O 1 0 1 1|11 0 0 O
0 1 1 0{0 1 0 0 N 0 1 1 0(0 1 0 0
-1 0 1 0/0 0 1 O L3<_L5+1L100211010
0 -1 1 0|0 0 0 1 0 -1 1 0j{0 0 0 1
101 1|1 0 0 0 101 1 1 0 0 0
01 1 0{0 1 0O 011 0|0 1 0 O
La Lt 10o 002 1|1 010 Lut Ls—1Ls 00 2 1 1 0 1 0
0 02 0/0 1 01 o 00 -1|-1 1 -1 1
101 00 1 —-11 10000%—1%
011 0|0 1 0 O 010 00 5 O —%
Ls ¢ L+ 1La 002 0|0 1 0 1 Lo ¢ Lo - 1Ls 002 0|0 1 0 1
LiveLi+1Ls \ 0 0 0 —1|-1 1 -1 1) ierL,-fs \ 0 0 0 —-1|-1 1 -1 1
10 0 00 % -1 3
01000 5 0 -3
~r
Lo i1 0010/0 5§ 0 3
Ly <+ —1L4 o 00141 -1 1 -1
1 1
0 ? -1 7,
. . . —1 0 5 0 ——
et par suite, il vient que P~ = ? 12
03 0 3
1 -1 1 -1
-1 1 -2 1
o 0 0 -1
-1 . _
Le calcul PBP~! donne alors que: A = 0 -1 1 -1
0 -1 0 0
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