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Eléments de réflexion | Pistes de recherche

Les éléments développés ci-aprés ne sont souvent que des indications pour aboutir 3 la solution, qui détaillent la plupart du temps un cheminement a suivre
pour montrer le résultat demandé. La plupart des calculs sont laissés aux lecteurs. ..La mise en forme de certains calculs est faite de sorte a économiser de
I'espace et donc du papier, mais il conviendrait de ne pas les écrire en ligne notamment comme cela I'est parfois.

Tout appareil électronique permettant d'effectuer un calcul n’est pas autorisé.
Les tables d'opérations ne sont pas autorisées.
Aucun document ou formulaire n'est autorisé.

Préambule | Consignes générales

Q1. Realiser I'entéte de votre devoir en respectant les éléments suivants : inscrire en rouge et en majuscules en haut a gauche
de la premiére copie double, vos nom et prénom tels qu'ils figurent sur votre dossier d'inscription en commencant au plus & 1cm
du bord gauche de la feuille et au plus & 3cm du bord supérieur de la feuille, puis au méme niveau sur la partie droite de la
page, inscrire en anglais la date du devoir; en sautant une ligne, sous votre nom, inscrire « CPGE-BL 1cannée » ; en laissant un
espacement d’environ 2cm par rapport a la derniére ligne écrite, inscrire en toutes lettres, et en respectant la casse, « Devoir
surveillé n°15 | Concours Blanc n°1 » au centre de la ligne; pour finir, laisser un espacement d'environ 2cm par rapport a cette
derniére ligne, tirer un trait horizontal sur la totalité de la largeur de la page, sous ce trait répondre, en justifiant votre réponse 3 la
devinette suivante : « Le pére Noél part pour sa tournée avec 6 rennes. Chaque renne transporte 3 lutins sur son dos et 2 lucioles
sur ses cornes. Chaque lutin porte 3 sacs qui contiennent chacun 10 cadeaux. Combien d'étres vivants partent pour la tournée de
cadeaux? »

Q 1| Eléments de réponse

Pour la devinette, il y a 37 étres vivants au total : 1 Pére Noél, 6 rennes, 18 lutins et 12 lucioles.

Probléme n°1 | Etude de deux suites réelles

On considére deux suites réelles (u,),, oy €t (vn),cy définies par :

1
Un+1 = 3 (un + Un)
ug =0, vg = 1 et pour tout n € N, %
Un41 = 5 (Un+1 + Un)
Partie A | Recherche de I'expression du terme général de (u,),, .y
g 1 3 .
Q2. \Vérifier que u; = 3 et v = T puis calculer us et vs.
Q 2| Eléments de réponse
g . 1
Par définition des deux suites, ona:  wu; = 3 (up + vo)
1
- ? X 1
V1 = 5 (U1 + UO)
1/1
= - (=41
2 (2+1)
_ 3
N 4
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Sur le méme principe, on a : Uy =

(%) =

Q3. On considére la suite (w;,), y dont le terme général est donné par :
1

Etablir que: VYneN upr1 —u, = -wy,

2

Q 3| Eléments de réponse

Un calcul direct donne que : Vn €N, upy1 — up

Q4. Démontrer que la suite (wy,),cy st une suite géométrique dont on déterminera le premier terme et la raison.

Q 4| Eléments de réponse

Un calcul direct donne que : Vn €N, wyi1

L1,
2 2 4
5
5(1124—111)
frs.
2\8 4
Ll
8

2 2
_ i
T TgUnTotn
1
= % (vn — un)
= —wy,
2

Un41 — Unp+1

5 (Unt1+ovn) — 5

Vn €N, w, = v, — Uy,.

ce qul assure que (wn)nGN est une suite géométrique de raison 1 et de premier terme wg = vy — ug c'est a dire wy = 1.

n—1
4
Q5. Montrer que :  Vn € N*, Zwk =3 (1 — (
k=0

Q 5| Eléments de réponse

n—1
Vn € N¥, Zwkzlx
k=0

1 n
4> )
Puisque (wy,),, o est une suite géométrique de raison 1 et de premier terme 1, on a d'aprés le cours que :

-

1 n
4

1

1—=

4
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n—1

1 n
ce qui améne a :  Vn € N*, Zwk = <1 — <4) )
k=0

W

Q6. Deéduire de ce qui précéde une expression de u,, en fonction de n € N*,

Q 6 Eléments de réponse

1
Onsaitque: VkeN, ugprq —up = §wk

n—1 n—1
) . . oo 1
Par suite, par sommation de ces égalités, il vient que :  Vn € N* g (Ups1 —ug) = 3 E W
k=0 k=0

14 \"
ce qui donne donc par téléscopage que :  Vn € N*| u,, —ug = 33 (1 — (4) )

2 "
t d DV N u,==-(1—1|~ .
et donc que n € N* u 3( (4))

Q7. Veérifier que I'expression du terme général u,, de la suite (u,), . obtenue a la question précédente, est encore valable
pour n = 0.

Q7| Eléments de réponse

| w

0
1 .
(1 — <4) > et ainsi, la formule

0
2 1 3
Un calcul direct donne que : = (1 — | = = — (1 —1) ce qui donne bien uy =
3 4 S
=0

précédemment établie est vraie pour n = 0.

Partie B | Etude de la convergence de la suite (u,,,),”EN

Q8. Démontrer que la suite (uy), oy est convergente et déterminer sa limite.

Q 8| Eléments de réponse

2 1\"
On sait © VYneNu,==-(1-(=
n sait que nelN, u 3( (4))

1 1 ) . 2 .
Comme |=| < 1,onaque (= — 0, ce qui assure par somme et produit que u, — = c'est a dire que (un),,cy
4 n—-+oo 3 ne

n—-+o0o

2
converge vers 3

Q9. Déterminer une expression du terme général de la suite (v,), oy en fonction de n.
Q 9| Eléments de réponse

Par construction de la suite (wn)neN, on a directement que : Vn €N, v, = u, + w,

ce qui donne que : Vn e N, v :(1>n+2<1_<1>n>
b) n 4 3 4
1 /1\"
+3<4> :

Q10. Déduire de ce qui précéde la convergence et la limite de la suite (v,,),, oy

2
ou encore que : VYneN, v, = 3

CPGE-BL | 1®année | Mathématiques
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Q 10| Eléments de réponse
C 1<1 1n%0 i t produit *}2't‘d' (vn)
omme |- conaque |- ) —— 0, cequiassure par somme et produit que v, —— = cest a dire que (vn),ey

2
converge vers .

Partie C | Etude d’une suite définie par une somme

Dans toute cette partie o désigne un réel quelconque.

On consideére alors les suites (,,),, .y €t (Sn)

ne neN

9 n
vneN,t, = g(a—u”) et Sn:;tk

Déterminer |'expression de Zuk en fonction de n € N.
k=0

Q11.
Q 11| Eléments de réponse

Onsaitque: VneN, u, = -

(-())

vn €N, uy,

que l'on peut écrire aussi :

Par conséquent, on a alors :

L)
N 3 4
k=0 k=0 i
: - (3)
= -n+l)— o x ——4&—
3 L1
4+1
8 1\"

Q12.

Q 12| Eléments de réponse

Déduire de ce qui précéde |'expression de S,,

dont les termes généraux sont donnés par :

(

1 n+1
)

. "9
Par définition de (Sy),cy.ona: VneN, S, = ];g(a—un)
E
P 8 8 §
= %ax(n—&—l)—g Up
N +1
9 9 (2 8 1\"
2
_ %ax(n 1)—§><§(n—|—1)+1—
9 2 1\"*!
= Zm+D(a-2)+1- (=
8(n+ )<a 3>+ (4)

Q13.

- ) . ) 2
Justifier que (Sy,),,cy est une suite convergente si, et seulement si, o = 3

CPGE-BL | 1®année | Mathématiques
Version du 20/12/2023 a 10:57

Le 20/12/2023 | Durée: 4 h



BL | 1=année Devoir Surveillé n° 16 DS16

Q 13| Eléments de réponse

1 1 n+1 1 n+1
Puisque 4' < 1, par théoreme, (4) — 0 et par somme que 1 — (4) — 1.

n—-+oo n—-+o0o

9 2
Ainsi, la convergence de la suite (S,,), .y dépend de la convergence ou non du terme g(n +1) (a - 3) :

2 1 n+1
Siazg:onadonc: VnEN,Sn1<4>

et par conséquent S, — 1 ce qui signifie que (S,), oy est convergente.
n—-+o0o

3 4
#0

2 2 1"
Sioz;ég:onadonc: VneN,Snzg(rH—l) <a—>+1—<)

9 2 2
Ordanscecasque —(n+1) [ a — ) — oo selon le signe de « — =, et par somme il vient que S,, — +oo
8 3 ) n—+oo 3 n—-+oo

et donc que (S, ),y est divergente.

Q14. Dans le cas ot (S,,), oy est convergente, déterminer alors la limite de (S,,),,c-

Q 14| Eléments de réponse

D’aprés la question précédente, la convergence de (S,),, oy n'est possible que si o = 3 et que dans ce cas (S,),, o converge
vers 1.

Probléme n°2 | Suites et puissances de matrices

0 2
définies a I'aide des relations ci-dessous :

. . . 2 1
Dans tout ce probléme, M désigne la matrice de .#5(R) suivante : M = )

On considére les deux suites (ay,),,cy €t (bn),cn

p4+1 = 2ap, + by

ag =0, bg = 1 et pour tout n € N, { b1 = 2by

Partie A | Recherche d’une expression de M™

Q15. Montrer par récurrence sur l'entier n que :  VYn e N, M™ = (b(;l Z")
n

Q 15| Eléments de réponse

Pour n € N, on considére la proposition P(n) :« M™ = (C(l)b 2”) »

Montrons par récurrence sur |'entier n que P(n) est vraie pour tout n.

0 1

. . . L1 bo ap\ _ 1 0
Par ailleurs il est immédiat que (0 b0> = <0 1).

Initialisation : On a M° =1, et donc que M? = <1 0>.

bo ap
0 b

Hérédité : soit n € N. Supposons que I'on a P(n), et montrons sous cette hypothése, que I'on a P(n + 1).

Par conséquent, on a bien M° = ( ) ce qui assure que P(0) est vraie.
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Il est clair que M"Y = M™ x M. Ainsi, par hypothése de récurrence, il vient que :

b, a 2 1
n+1 __ n n
we = ()6 1)

_ 2b, 2a, + bn>

0 2b,,
_ bn+1 an+1
0 Gn41

ce qui est bien P(n + 1).

Conclusion :
tout n € N.

Q16. Déterminer une expression de b, en fonction de n € N.

Q 16| Eléments de réponse

Puisque :  Vn e N, b,41 = 2b,
on en déduit que (by,), .y est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme by = 1, ce qui assure que :
N, b, = 2"

Q17.

Q 17| Eléments de réponse

Démontrer que 'ona: Vn €N, apy1 = 2a, + 2".

Par définition de la suite (an), ey, ona: Vn €N, a1 = 2a, + by
ce qui donne directement que :  Vn € N, a,4+1 = 2a,, + 2™.

In
on’
Démontrer que la suite (c,,),, oy est une suite arithmétique dont on déterminera le premier terme et la raison.

Q18. On désigne alors par (cy), cy la suite dont le terme général est donné par:  Vn €N, ¢, =

Q 18| Eléments de réponse

Ap41

n+1

a, + 2"

2n+1
an n 1
2 12

= Cn—|—§

. : . . . 1 .
ce qul assure que (C”)HEN est une suite arithmétique de raison 5 et de premier terme ¢y = 0.

Un calcul direct donne que : VneN, 1 =

Q19. Déduire de ce qui précéde une expression de ¢, en fonction de n € N.

Q 19| Eléments de réponse

. . . . . 1 .
Puisque (c,), cy st une suite arithmétique de raison 5 et de premier terme ¢y = 0, on a donc :

Q20.

Q 20| Eléments de réponse

En déduire que :  Vn €N, a,, = n2" L.

a
vneN, ¢, = —

Vn €N, a, =2"¢,
vn €N, a, =n2" !

Puisque :

il vient que :
ce qui donne que :

Q21. Expliciter alors complétement M™ en fonction de n € N.

la proposition P(n) étant vraie au rang 0 et héréditaire, par le principe de récurrence, elle est vraie pour

Vn €

1
VnGN,cnzin
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Q 21| Eléments de réponse

. n_ [(bn an
Puisque : Vn e N, M" = (0 Cln>

n n—1
on en déduit que: VYneN, M" = <20 n22n >

Partie B | Application a un calcul de somme

Q22. Justifier que les termes de la suite (a, ),y Vérifient la relation :  Vn €N, a, = any1 —ap — 2"
Q 22| Eléments de réponse

On a vu précédemment que :  Vn € N, a1 = 2a, + 2"
autrement dit,ona: VneN, a1 =a, +a, +27
etdoncque: VnéeN, a, =apr1 — a, — 2"

n
Q23. Sans justification donner |'expression de Z 2F pour tout n € N.
k=0

Q 23| Eléments de réponse
1— 2n+1
Pui 241, : E ok =
uisque 2 # 1, on a —~—5

ce qui donne que : 22’“ ontl _ 1

Q24. Déduire de ce qui précéde que : Vn € N, Z k21 = (n—1)2" 4 1.
k=0

Q 24| Eléments de réponse
Puisque : VneN, a, = apy1 —a, — 27

par sommation de ces égalités, il vient que : Vn € N| Zak = Z Qjt1 — Ak — Qk)
k=0

n

Par suite, il vient que :  Vn € N, Zk2k*1 = Z (ag+1 —ag) — ZQ’“

k=0 k=0 k=0
——
=Gn+1—0ao =2n+1_-1
n
ce qui aménedonca: VneN, Z k2871 = (n+1)2" — 2"l 41
k=0
et finalement :  Vn e N, z E2F1 = (n1)2n —2x 2" 41
k=0
= 2"(n+1-2)+1
= 2(n-1)+1

ce qui est le résultat attendu.

Partie C | Application au calcul des puissances d’une autre matrice

‘ Dans tout ce qui suit, on considére les deux matrices A et P de .#>(R) données par :

1 1
et P= (_1 1)

PGE-BL | 1= ée | Mathé i
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Q25. Justifier que P est inversible, puis déterminer P~ 1.

Q 25| Eléments de réponse

1 1

-1 1

= 1x1-(-1)x1
= 2

Un calcul direct donne que :  det(P) = ‘

1 _
ce qui assure que det(P) # 0 et par théoréme que P est inversible, et d'inverse :  P~! = 3 G 11>.

Q26. Démontrer par récurrence sur l'entier n que : Vn € N, M" = P~1A"P.

Q 26| Eléments de réponse

Pour n € N, on considére la proposition P(n) : « M" = P71A"P ».
Montrons par récurrence sur l'entier n que P(n) est vraie pour tout entier n.
Initialisation : on a que M? =1, etque: P 1A°P = P 'I,P
P-lp
= 12
et donc on a bien que M° = P71 A°P, ce qui est P(0).
Hérédité : soit n € N. Supposons que I'on a P(n). Montrons, sous cette hypothése que I'on a P(n + 1).
Il est immédiat que M™T1 = M™ x M.
Par hypothése de récurrence, il vient que : M"t! = P=1A"PM.

Un calcul direct donne que : P~ 'AP = M, ce qui assure alors que : ~ M"t! = P 1A"PP~1AP
P-1AM, AP
P~1A™AP
p-lAntlip

ce qui est bien P(n + 1).
Conclusion : P(n) est vraie au rang 0 et héréditaire, par le principe de récurrence, elle est donc vraie pour tout n € N.

Q27. Déterminer alors une expression de A™ en fonction de P, P~! et M".
p

Q 27| Eléments de réponse

Puisque M™ = P~ A" P, en multipliant & gauche par P, il vient que PM"™ = A™P et en multipliant & droit par P~!, on
a donc que A® = PM"P~!

Q28. Déduire de ce qui précéde une expression de A™ en fonction de n.

Q 28| Eléments de réponse

(24 2)  n2n?
Un calcul direct donne alors que : A" = 2 n
e (2 - f)
2
Probléme n° 3 | Etude d’une suite
Uy = 1
. . . o up = 2
Dans tout ce probléme, on considére la suite (u,),, y définie par : 1\
Yn €N, uppo = Upgr + <2> Un
On se propose dans ce probleme de montrer que la suite (u, ),y est convergente.
On rappelle que 'ona:  Vz € ]-1;400[, In(l+z)<z.
CPGE-BL | 1®année | Mathématiques 8 Le 20/12/2023| Durée: 4 h
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Partie A | Préliminaire technique

n k
.. . . 1
On définit pour tout ce qui suit, la suite (sn)n21 par : vneN* s, = E In (1 + (2> )
k=1

- 1
Q29. Justifierque: VneN,In <1 + 2n) < on
Q 29| Eléments de réponse
- 1 ST ) 1 1
Pour tout n € N, on a trivialement que on € ]—1;+o0], donc on a d'apres |'inégalité proposée que In | 1 + on < on-

n

1
Q30. Exprimer en fonction de n la somme Z ok pour tout n € N*.

k=1
Q 30| Eléments de réponse
1 n
"1 L /1\F 1 11 1_(2>
En remarquant que Z o5 = <2> et que 3 # 1, on a directement que : Z TR XTI
k=1 k=1 k=1 1- =
2
“ 1 1
Finalement aprés simplification, on a : Z o = 1= oo
k=1
Q31. Montrer alors que : Vne N*, s, <1.

Q 31| Eléments de réponse

. 1
Puisque : Vk €N, In <1 + Qk) < oF
par sommation de ces inégalités, ona : Vn € N*, Zln 1+ o | = Z oF

k=1

=sn 1

. 1 I
Il est clair que pour tout n € N*, 1 — on < 1, il vient que pour tout n € N*, s,, < 1.

Partie B | Etude de la convergence de (Un) pen

Q32. Montrer par récurrence double surn € Nque: VneN, wu,>0.

Q 32| Eléments de réponse
Soit n € N. On pose P(n) :« u, > 0 ». Montrons par récurrence double sur I'entier n que P(n) est vraie pour tout entier

n.
Initialisation : on vérifie que P(0) et P(1) sont vraies.
En effet, on a bien ug =1 et 1 >0, puis u; =2 et 2 > 0.
Hérédité : soit n € N. On suppose que I'on a P(n) et P(\ + c0), c'est a dire que u,, > 0 et u,41 > 0. Montrons,
sous cette hypothése que I'on a P(n + 2) a savoir w12 > 0.
n+1

n+1
> Uy, Par hypothése de récurrence, u,, > 0 et u,41 >0, eton a 2) >0,

Par définition w10 = Ui+ (2
donc par somme de nombres strictement positifs, il vient que u,42 > 0, ce qui est P(n + 2).

Conclusion : la propriété P(n) est vraie aux rangs 0 et 1, et étant héréditaire, par le principe de récurrence double,

PGE-BL | 1= ée | Mathé i
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P(n) est vraie pour tout entier n.
Ainsi, pour tout n € N, u,, > 0.

Q33. Pour tout n € N, déterminer le signe de u, 12 — un11, et en déduire le sens de variation de la suite (un), oy
Q 33| Eléments de réponse
1 n+1

Ona: VneN, upio—tUpp1 = 3 Uy,.

Ainsi, d'apreés la question précédente, pour tout n € N, ty19 — Upi1 > 0.
Par suite, pour tout n € N, u, 41 — upn > 0 et la suite (u")neN est strictement croissante.

1 n
Q34. Montrer que : Vn € N, wupqq < (1 + <2) )u”.

Q 34| Eléments de réponse

Puisque la suite (Un)nEN est croissante, on sait que, pour tout n € N, uy, < upyq.

n+1
Ainsi, pour tout n € N, Upto = Upi1+ <2> U

1 n+1
Un+1 + <2> Un+1
1 n+1
Upy1 | 1+ 3

1 n
ce qui permet d'écrire:  Vn e N, upi1 <up, (1 + (> >

IN

IN

n k
Q35. Montrer que: VneN, u,qy1 <ug X H (1 + <1> >

Q 35| Eléments de réponse

1 n
v = (14 (2))
1 n—1
De la question précédente, il vient :
: N
uy < oug <1+(2>
et ainsi < ><1+1n><1+1n_1><1+1n_2>< ><1—&—11
insi : a1 < - - -
Uit =t 2 2 2 2

n k
: 1
ce qui donne : VYneN, upp <ug klfll (1 + <2> )

Q36. Conclure quant a la convergence de la suite (uy), oy et donner un majorant de sa limite.
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Q 36| Eléments de réponse

De la question précédente, la croissance de la fonction logarithme sur ]0; +o0o[ permet d'obtenir que :

n—1 1 k
Vn eN, In(u,) <In(up)+In <k1;[1 (1 + (2) ))

=Sn-—1

et comme la suite (s,),~, est majorée, il en alors de méme pour la suite (v,),y avec notamment la majoration sui-
vante: VYneN v, <u;+1

=2

n k
1
De la majoration sur (sy),cy, on en déduit que :  Vn € N*, In (H (1 + (2) )) < 1 et en composant par la

k=1
n 1 k
fonction exponentielle : H (1 + <2> ) <el.

k=1
D’aprés la question précédente, on en déduit que pour tout n € N, up+1 < ug X e ce qui permet d'affirmer que la suite
(Un),cny €St majorée.

La suite (uy,), oy étant croissante et majorée, par le théoréme de la limite monotone, elle converge vers une limite £ qui est
ainsi majorée par u; X e = 2e.
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Probléme n° 4 | Familles libres de vecteurs de R3

Dans tout ce qui suit, on désigne par F = (u1,uz, u3) une famille de vecteurs de R? que I'on suppose étre une famille libre de
vecteurs de R3.
Pour a € R, on considére alors la famille de vecteurs G, = (vy,ve,v3) de R? définie par les relations :

v = (a+1)u + uy  + U3
Vg = up + (a+1Duy + U3
vy = uy  + uzs 4+ (a+1)us

On se propose d'étudier le caractére libre de la famille G, en fonction de «.

Partie A | Etude d’un premier cas particulier

wp = (1,1,1)
Dans cette partie uniquement, on suppose que o = —3 et que F est donnée par : up = (1,-1,1) .
uz = (1,0,—1)

Q37. Déterminer les vecteurs de la famille G_3.

Q 37| Eléments de réponse

v = (O, —3, —2)
Un calcul direct donne que : ve = (0,3,-2)
vs = (0,0,4)

Q38. Etudier la liberté de la famille G_s.

Q 38| Eléments de réponse

Il est immédiat que vy + v2 + v3 = (0,0,0), donc on dispose d’une combinaison linéaire nulle non triviale des vecteurs de
la famille G_3, donc cette derniére est liée.

Partie B | Etude d’un second cas particulier

Dans cette partie uniquement, on suppose que o = —1.
%
Q39. On suppose que (A1, A2, A3) € R? est tel que : (%) : Ajv1 + Aovg + Azvz = 0 .

Montrer alors que (A1, A2, A3) est solution du systéme de représentation matricielle :

— = O
_ O =
O = =
o O O

Q 39| Eléments de réponse

v = U2 + us
On a donc : vy = U +  us
v3 = ur -+ U2

_>
et par suite () devient : A1 (ug + ug) + A2 (ug + uz) + A3 (ug i}u;:,) =0.

ou encore que : ()\2 + )\3) Uy + ()\1 + )\3) U + ()\1 + )\2) ug =0 .
Il s'agit donc d'une combinaison linéaire nulle des vecteurs de la famille F qui est une famille libre, donc tous les coefficients

Ao + A3 = 0
de cette combinaison sont nulles, ce qui conduit a : A1 + X3 = 0
Ao+ X = 0
01 110
ce qui signifie bien que (A1, A2, \3) est solution du systéme de de représentation matricielle | 1 0 1|0
1 1 0]0
0 1 110
Q40. Résoudre le systéme de représentation matricielle ( 1 0 1|0 ) .
1 1 0 ‘ 0
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Q 40| Eléments de réponse

On résout le systéme par échelonnement en lignes pour obtenir :

01 10 1 1 010

10 1]0 ~L 10 1]0 ~F

1 1 010 Ly < L3 01 110 Lo < Ly — Ly
1 1 010 1 1 010
0 -1 1]0 ~L 0 -1 1/0
0 1 110 Ls = Ls+In 0 0 2]0

On a donc un systéme carré de taille 3 x 3 qui est de rang 3. Par théoréme, ce dernier admet un unique solution, et comme
il s'agit d'un systéme homogene, il ne peut s'agir que de la solution triviale (0,0, 0).

Q41. La famille G_; est-elle une famille libre ? Si non, expliciter une relation de dépendance entre les vecteurs de la famille.

Q 41| Eléments de réponse

_)
Supposons que I'on ait (A1, A2, A3) € R3 tel que : (%) : A\jv1 + Aavg + Agv3 = 0 .

Ao o= 0
Les questions précédentes assurent que ¢ A2 = 0 et donc que la famille G_; est libre.
A3 = 0
Partie C | Etude du cas général
a+1 1 1
Q42. Déterminer en fonction de «, le rang de la matrice A, = 1 a+1 1
1 1 a+1

Q 42| Eléments de réponse

On recherche le rang par échelonnement en lignes de la matrice A,.

a+1 1 1 1 1 a+1
1 a4+l 1 ~r 1 a+l 1 ~
Ly < L3 Ly <+ Ly — L
1 1 a+1 1 a+1 1 1 B A

1 1 a+1 1 1 a+1 1 1
0 « —Q ~r 0 « —Q ~r 0 « —Q
0 —a —a?—-2a) Lse=Ls+lz \Q 0 0 0

—a?—-3a) Ls< —Ls a(a+3)
Par suite :
. 1 1 a+1
Si a0 : onaalors A, ~, (0 0 00 0 0) et donc A, est de rang 1.
1 1 -2
Sia=-3:onaalors A, ~r [0 =3 3 | oil est immédiat de voir que A, est de rang 2.
0 0 0

Q43. Démontrer que G, est libre si, et seulement si, o (a + 3) # 0.
Q 43| Eléments de réponse

%
Supposons que I'on ait (A1, A2, A3) € R3 tel que : (%) : A\jvg + Agvg + Azvg = 0
Compte-tenu de I'expression des vecteurs de G,, la relation (%) devient :
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ﬁ
)\1 ((OZ+I)U1 +U2+U3) +>\2(U1 + (OZ+I)UQ+’UJ3)+A3(U1 +U2+ (Oz+1)U3) = 0
_>
ce quidevient:  ((a+ 1) A+ +A3)ur+ M+ (@+D A+ A3)us+ A+ A2+ (a+1)A3)us =0
Ainsi, on dispose d'une combinaison linéaire nulle des vecteurs de la famille F.
Comme cette derniére est supposée libre, on a donc nécessairement que tous les coefficients de cette relation sont nuls et
donc que :

(a+1)N + Ao+ A3 = 0
A+ (a+D A + A3 = 0
A1+ A2+ (a+1)A3 = 0
et donc par suite que (A, A3, \3) est solution du systéme carré homogéne de représentation matricielle
a+1 1 1 0
1 a+1 1 0
1 1 a+1|0

D’aprés la question précédente, ce systéme est de rang 3 si, et seulement si, a? (o + 3) = 0, ce qui assure dans ce cas la
qu'il posséde un uniquement solution puisqu'il s’agit d’un systéme de Cramer, qui est la solution triviale nulle et donc on

)\1 = 0
a: Ay = 0 ce quiassure que la famille G, est libre.
A3 = 0
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