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Eléments de réflexion | Pistes de recherche

Les éléments développés ci-aprés ne sont souvent que des indications pour aboutir 3 la solution, qui détaillent la plupart du temps un cheminement a suivre
pour montrer le résultat demandé. La plupart des calculs sont laissés aux lecteurs. ..La mise en forme de certains calculs est faite de sorte a économiser de
I'espace et donc du papier, mais il conviendrait de ne pas les écrire en ligne notamment comme cela I'est parfois.

Tout appareil électronique permettant d'effectuer un calcul n’est pas autorisé.
Les tables d'opérations ne sont pas autorisées.
Aucun document ou formulaire n'est autorisé.

Probléme n°1 | Etude d’une variable aléatoire a densité

Les variables aléatoires de ce probléme sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (£2,£,P). Si Y est une variable
aléatoire qui admet une espérance et une variance, on note respectivement E (') et V(X) son espérance et sa variance.
On considére la fonction f définie sur R par :

1 2 .
|9c| 22 ——xe~ 2 si <0
vz € R, f(w):7e_7: % )
—re~ 2 si >0
2
Partie A | Etude de la fonction f
Q1. Montrer que la fonction f est continue sur R.
Q 1| Eléments de réponse
f est clairement continue sur chacun des deux intervalles [0; +-o00[ et |—o0; 0].
Il reste a étudier sa continuité en 0. On a directement que :
. . < . . . 1 z2 . . .
Limite a gauche en 0 : il est immédiat que fiose*T = 0 et que f(0) = 0 ce qui assure la continuité a gauche en
T—
0 de f.
T . . . . 1 o2 . C .
Limite a droite en 0 : il est immédiat que ixe*T _6 0 et que f(0) = 0 ce qui assure la continuité a droite en 0
z—
de f.

f étant continue a gauche et a droite en 0, par théoréme, elle est continue en 0 et par suite, f est continue sur R.

Q2. Etudier la parité de f.

Q 2| Eléments de réponse

I est immédiat que le domaine de définition de f est symétrique par rapport & 0, et on a

Ve eR, f(—z) = ﬂe_#
_
2
= [(2)

ce qui assure la parité de f.

Q3. Etudier la dérivabilité de f en 0.

Q 3| Eléments de réponse

[@) = [(0) _ f@)

Il s'agit de d’étudier la limite en 0 du quotient =

xz—0 T
Te% s x< 0
Il est immédiat que : Vz € R, f) = 2 B
z ——e" 2 si x>0
2z
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1 z?

—e~z si <0
c'est a dire que :  Vz € R, ) _ 7 .
v —§e_7 si. x>0
22 1 . ] 1 1 . ) ' ]
Par suite, comme —e ~ 2 — —, on en déduit que —f(l) — —— et 7f(x) — = ce qui induit que f n'est pas dérivable
2 z—0 2 z—0- 2 T z—0t 2

en 0.

Q4. Dresser le tableau de variations de f sur [0;4o00[ en précisant les limites de f aux bornes de [0;4+00[ et la valeur des
extrema de f sur cet intervalle.

Q 4| Eléments de réponse
Limite de f en 0 : Comme f est continue en 0, on a que f(x) — f(0)=0.
x—

Limite de f en +00 : Pour > 0, on peut écrire & = +/t pour t > 0, et par suite on a que si + — 400 alors
t — 400 etsit —» +ooonax — +00.

. 11 . . , 1t .
Par ailleurs, on a que f(z) = §t2e 2 sur R%, et par croissances comparées que t2¢e 2 t—+> 0, ce qui assure que
—+00

S
Dérivée de f sur ]0;+oo] : il est immédiat que f est dérivable sur |0; +o00[ et un calcul direct donne que :
1 .2 1 2 2
Vr €]0;4o0[, f(z) = 3¢ 7 + 3 X (—;ez>
1 .2 2?2 .2
= Ze 7T — Ze*?

2

1 22 1 x?
= —e 2 _ —

2¢ 2

Variations de f sur [0;+o00] : les variations de f sont données par le signe de f’(z) qui, compte-tenu de la positivité
2

. . . x . . . ,
de la fonction exponentielle sur R, est exactement celui de  —— 1 — - qui est une fonction polynéme de degré
qui s'annule en £/2.

V2

Par suite, on en déduit que puisque f (\@) =—"

2e
z 0 V2 +o00
Signe de
L z? + 0 -
2
Signe de
+ 0 -
f'(x)
V2
Variations 2%
de f / \
0 0

Q5. Esquisser la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

Q 5| Eléments de réponse

z2

Q6. Calculer la dérivée de la fonction définie sur R par x — e~ 7,

Q 6| Eléments de réponse

;E2
En désignant par g cette fonction, il est immédiat que : Vz € R, ¢'(z) = —ze ~ =

CPGE-BL | 2®année | Mathématiques
Version du 3/3/2024 a 13:20

2 Le 26/02/2024 | Durée: 4 h



BL | 2¢année Devoir Surveillé n° 15 DS15

Q7. Montrer que f peut étre considérée comme une densité de probabilité sur R.

Q7| Eléments de réponse

f est une densité de probabilité puisque :

f est positive sur R : puisque pour tout z € R, f(z) = %e*T, il est immédiat que f est positive sur R.
f est continue sur R, sauf éventuellement en quelques points : on a montré que f est continue sur R, ce qui

assure ce premier point.

x

+o0 +oo
: T 2 .
/ f(t)dt est convergente et vaut 1 : la fonction z — %e_T est continue sur R, donc / f(t)dt est
—c0 —0o0

impropre en ses deux bornes.

+o0 A
_ L
Etude de / f(t)dt : soit A > 0. Un calcul direct donne que : / f(t)dt [ 5e 22]
i ’ 1 1 _Aiz
= = — 2
2 2°
A2 A 1 +o0
et comme e~ — 0, il vient que / f(t)dt — =, ce qui assure la convergence de / f(t)dt et
A—r+o0 0 A—+o00 2 0
o0 1
que/ f@)dt = <.
0 2

0 0 A
Etude de / f(¢)dt : soit A < 0. Un calcul direct donne que : / f)dt = / (@)
—oo 0

A
1_ﬁ
- |z }
1
2

1 A2
— e~ 3

2 A 1
et comme e~ T —> 0, il vient que / fydt — 50 ce qui assure la convergence de / f(t)dt et
A—— 0 —
1
2

A——o0
we [ -
—+o0

1 1
Finalement, il vient que / f(t)dt converge et vaut 3 + 5= 1

— 00

Partie B | Etude d’une variable aléatoire de densité f

On désigne pour toute la suite du probléme par X une variable aléatoire de densité f, et on admet que X posséde une espérance.

Q8. Donner la valeur de E (X)) de la variable aléatoire X.

Q 8| Eléments de réponse

+oo
Dés lors que E (X)) existe, ce qui est le cas ici par hypothése, cette derniére est E (X) = / tf(t)dt.

— 00

La fonction f étant paire, il vient que la fonction ¢t — tf(¢) est impaire, et par suite que : VA € R, / tf(t)dt =
0

0
_ / LF(t) dt
—A

+o0 0 +oo
Par suite, il vient que / tf(t)dt = —/ tf(t)dt et donc que / tf(t)dt =0 et donc que E (X) = 0.
0

— 00 — 00

—e” si <0
Q9. On note Fx la fonction de répartition de X. Montrer que :  Fx(z) = I
l——-e™2 si >0
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Q 9| Eléments de réponse

Par définition d'une fonction de répartition :  Vz € R, Fx(z) =P ([X < z]).
et comme X est de densité f: Va € R, Fx(x / f(t)de.
Compte-tenu de |'expression de f, on a :
x xr 1‘2
Si 2z <0 : Soit A <0. Un calcul direct donne que : / fydt = / —ge_T dz
A .
= —e 2
2
1 .2 ﬁ _ A2
= —e 2 — —¢ 2
2 2
A2 1 22
et commee ™2 — 0, on en déduit que F(z) = e~z
A——o0 2
0 T
Si 2 > 0 : Un calcul direct donne que :  F(x) = / f@&)dt+ f@t)dt
—o00 0
1 x
= z +/ f(t)dt
2 0
1 N 1 21"
= — _— 2
2 T2 T,
1 1 _.2 + 1
2 12 ) 2
= 1—— -5
2¢ ”
1 a2
—e~ 2z si <0
et donc on a bien que :  Fx(z) = % 2
1-— 56*7 si x>0

Q10. Résoudre I'équation Fx(z) = 1 d'inconnue x. Que représente la solution trouvée pour la variable aléatoire X 7

Q 10| Eléments de réponse

. 1 . . . 5 . 3
Puisque F'x(0) = — et comme Fx est une fonction de répartition et donc croissante sur R, I'équation Fx(x) = qne peut

avoir de solution que sur ]0; +o0[.

3 1 .2 3

22 1
=4 e 2 = 2)
Par suite sous |'hypothése = > 0, il vient que : N (_%2 _ ln(2)>
& (22 =v2In(2))
& |lx= \/ﬁln(2)>

Par définition Fx(z) =P ([X < z]) et donc on a que P ({X < \/ﬂln(Q)} = %

Partie C | Etude d’une autre variable aléatoire

On pose T'= | X| et on admet que T est une variable aléatoire & densité.
On désigne par Fr la fonction de répartition de 7.

Q11. Déterminer Frp(x) pour tout = réel.
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Q 11| Eléments de réponse

Par définition :  Vz € R, Fr(z) = P([T <z])
= P(IX]| < 1)
_ 0 si z<0
o Pl—z<X<z]) si 0<z
0 si <0
PIX<z])-P([X <—z]) si 0<z
. 0 si <0
n P(X<z])-P([X<—z]) si 0<z
_ 0 si z<0
o Fx(z)— Fx(—x) si 0<x
0 si <0

l—e % si 0<z

Q12. Donner une densité fr de la variable aléatoire T'.

Q 12| Eléments de réponse

Une densité de Frr est une fonction fr qui ne différe de F}. qu'en un nombre fini de points. On peut alors proposer :

0 si <0
2

fT(x):{xexz si 0<z

Q13. Montrer que T admet une espérance et montrer que E(T) =,/ —

Q 13| Eléments de réponse

+oo
T admet une espérance si / x fr(x) do est absolument convergente, ce qui compte-tenu de I'expression de fr revient

— 00

+o0 5
a établir la convergence de / x%e = dx et d'en calculer la valeur, cette derniére donnant ainsi E (7).
0

T2 +Oo
La fonction x — z%e =" est continue sur [0; +oo| donc / 2% fr(x) dx est impropre en sa seule borne +oc.
0

Soit alors A > 0. En effectuant une intégration par parties en posant :

u(z) =z ~ u'(z) =1
se dérive en
v(z) =—e T ~ v(x) =xe T

se dérive en

0
A2 A 2
= Ae_T +/ € 2 dx
0
AZ
En posant t = /A, par croissance comparées on peut établir que A° S 2 A—+> 0.
— 400

—+oo
€
oo V2T
%

de la f ; /W 7 d 1
uis par parité de la fonction £ — e~ ue e  2dr=2x —.
p par p q A m

2

—+oo
. . ,ﬁ . —z
Par ailleurs, on sait que 2 dx est convergente et vaut 1, ce qui assure que / e 2 dx et convergente,
0

A 22 2 2
Finalement, il vient que / e Tdr — — et donc que E (T') existe avec E (T') = 4/ —.
0 A—=+oo V ™
Q14. Reconnaitre la loi de 7%. En déduire sans calcul I'existence et la valeur de E (72).
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Q 14| Eléments de réponse

On recherche la fonction de répartition de T°2.

Par définition, ona: VzeR P([IT?<z]) = P<[|X|2§xD
0 si0<zx
P(XI<vz]) si 0<wz
o 0 si0<x
o Fxf—Fx—\/E si OSJ}
. 0 si0<zx
- l—e™2 si 0<uz

et ainsi, T2 sur la loi exponentielle de paramétre —.

On sait alors que T2 admet une espérance qui vaut —.

Q15. Déduire des questions précédentes |'existence et la valeur de V(X)) et de V(7).

Q 15| Eléments de réponse

X admet une variance si X2 admet une espérance. Or X2 = | X|*, c’est a dire X2 = T2 ce qui assure que X2 admet une
espérance, et donc que V(X)) existe.

Par la formule de Huygens, on a alors que :  V(X) = (X?) - (E (X))?

= Z-0

E
1
_ 1

2
Sur le méme principe, puisque 7% admet une espérance, T' admet une variance.

Par ailleurs, toujours par la formule de Huygens, ona que :  V(T) = E(T?) - (E(T))”
1

_ m
) 2’
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Probléme 2 | Structure euclidienne de R” et étude d’endomorphismes de R"

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On munit R™ de son produit scalaire canonique noté (e |e).
On note par ailleurs ||e]| la norme associée.

Partie A | Projection orthogonale dans R®

Dans cette partie uniquement, on suppose que n = 3.

Soit F' = {(x,y,z) ER?, z+2y+ 2= O}. On pose u = (1,0,—1), v =(—1,1,—1) et w = (1,2,1).

On note e; = (1,0,0), ez = (0,1,0) et e3 = (0,0,1). On rappelle que (e1, ez, e3) est la base canonique de R3.
Q16. Montrer que F' est un R—espace vectoriel.

Q 16| Eléments de réponse

Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de R3, ce qui assurera que F' est un R—espace vectoriel.
F C R3 : par construction de F.
_>
0 =(0,0,0) € F: eneffet, 0+2x0+0=0
A e R
U1 :(xlvylazl) € F
uy = (v2,y2,22) € F
On note uz = Auj + ug ol I'on note uz = (3, ys, 23). Montrons que uz € F, c'est a dire que x3 + 2y3 + 23 = 0.

Stabilité de F' par combinaison linéaire : soient

T3 )\5131 —+ X9
Par construction de ug, on a les relations : Ys = AY1 + Y2
Z23 = Az1+ 29

Un calcul direct donne alors que : 3 +2ys+z23 = A1+ X1 +2(Ay1 +y2) + Az + 20

= Az1+2y1+21)+ 22+ 22 + 20

=0 car u1 €F =0 car us €F

0
ce qui assure que uz € F' et donc que F est bien stable par combinaison linéaire.

Q17. Déterminer la dimension de F'.

Q 17| Eléments de réponse

Par définition de F,ona: (u=(z,y,2) € F) s (z

< ((w,y,2) € Vect ((—2,1,0),(-1,0,1)))
Par suite, F' = Vect ((—2,1,0),(—1,0,1)). Les deux vecteurs (—2,1,0) et (—1,0,1) étant clairement non nuls et non

colinéaires, ils forment une famille libre de F', et donc la famille formée par ces deux vecteurs est une base de F', ce qui
assure alors que F' est de dimension 2.

Q18. Montrer que (u,v) est une base orthogonale de F'.
Q 18| Eléments de réponse

Il est immédiat que u et v sont non nuls, et un calcul direct donne que (u|v) = 0, ce qui assure que u et v sont orthogonaux.
Par théoréme, ils forment donc une famille libre.

Par ailleurs, il est facile de vérifier que u € F et v € F, et par suite, ils forment une famille libre de 2 vecteurs de F' qui
est de dimension 2, donc par théoréme, ils en en forment une base, accessoirement orthogonale.

Q19. Montrer que (w) est une base de F'*.

PGE-BL | 2= ée | Mathé i
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Q 19| Eléments de réponse

Puisque dim(F') = 2 et dim (RS) = 3, par théoréeme, dim (FJ-) =1.

Par ailleurs, un calcul direct donne que (u|w) = 0 et (v]|w) = 0, et donc w étant orthogonal a tous les vecteurs d'une
base de F, il appartient & I'orthogonal de F'.

Par suite, il vient que F'* est une droite vectorielle engendrée par w.

Q20. Trouver des réels a, 3 et v tels que B = (au, fv,yw) est une base orthonormée de R3.

Q 20| Eléments de réponse

1 1 1
La famille (u, v, w) est clairement orthogonale, et en prenant o = W = T ety = W la famille B = (au, Sv, yw)

U v w
est alors une famille orthonormée de R3.
Q21. Déterminer les coordonnées de e; dans la base B.

Q 21| Eléments de réponse
Par théoréme, on a que :
er = (er1|au) x au+ {e1|fv) x fv+ {e1 |w) X yw
= (e |u)u+ B2 (er|v)v+2 (e |w)w
N—— N—— S——
-1 =0 =1

= oPu+ ’wa

Q22. On désigne par pr la projection orthogonale sur F', et on désigne par A la matrice de pr dans la base canonique de
R3. Montrer que A = % —52 _22 :;
-1 -2 5
Q 22| Eléments de réponse
Puisque B est une base orthonormée de F', on sait que :

Ve € R”, pp(x) = (z|au) x au+ (x|fv) x fv+ (x|yw) X yw

Par suite, il vient que :

pr(e1) = (er]ou) X au+(e1|Bv) x fv+ (e1[yw) X yw
= a®(er|u)u+ B2 (erfv) v+ (e Jw)w
S~~~ N~~~ ~—
=1 =0 -1
]
= 6 (57 _25 _1)
R S 1 1
et sur le méme principe, il vient que pr (e3) = g (=2,2,-2) et pr (e3) = 6 (-1,-2,5).
5 -2 -1
Par construction de la matrice de f dans la base canonique, il vient alors que A=—- [ -2 2 -2
-1 -2 5

Q23. Ecrire la matrice A représentative de pr dans la base B.

Q 23| Eléments de réponse

La base B est clairement obtenue par concaténation d'une base de F et d'une base de F'* qui sont supplémentaire de R3.
La base B est donc adapée a la somme directe R® = F ¢ F+.

1 00
Par suite, la matrice A de pr dansla base Best A=|0 1 0
0 0 O
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Q24. Donner une matrice P € .#3(R) inversible telle que A = PAP~!.

Q 24| Eléments de réponse

A et A représentant le méme endomorphisme dans deux bases différentes, en notant P la matrice de passage de la base
canonique a la base B, d'aprés les formules de changement de base, on a que A = PAP~!.

Q25. La matrice A est-elle inversible ?

Q 25| Eléments de réponse

Puisque A = PAP~!, A est inversible si, et seulement si, A I'est. Or A est une matrice diagonale dont un des termes
diagonaux est nul, donc n’est pas inversible, et donc A non plus.

Q26. Montrer que A est diagonalisable. Déterminer les valeurs propres de A et donner une base de chaque sous-espace propre.

Q 26| Eléments de réponse

Puisque A = PAP~! avec A diagonale, par définition, A est diagonalisable, et ses valeurs propres sont les coefficients
diagonaux de A, a savoir 0 et 1.
Par ailleurs, par construction de A, E1(A) = F et Ey(A) = F'*, dont on connait déja des bases.

Q27. Vérifier que pour tout z € R”, ||pr(z)] < |z

Q 27| Eléments de réponse

La famille B étant une base orthonormée de R?, en désignant par (x1, 72, x3) les coordonnées de x dans la base B, il
vient que [|z]|> = 22 4 22 + 22 et puisque les coordonnées de pp(z) dans cette méme base sont (21, 22,0), il vient que
lpr(2)||> = 22 + 22, ce qui assure I'inégalité demandeée.

Q28. Donner un vecteur x de R™ non nul tel que ||pr(z)|| = ||z]|.

Q 28| Eléments de réponse

Tout vecteur non nul de F satisfait cette égalité par construction de la projection orthogonale sur F'.

—
Q29. Déduire de ce qui précéde I'existence et la valeur de max {W,x e R™\ {0 }}
X

Q 29| Eléments de réponse
lr @I _ |
[Eal

—
Donc sup {W,x e R™\ {0 }} existe et vaut au plus 1.
x

] . s
D’apres ce qui précéde : Vo € R™\ {0 } ,

_>
Par ailleurs, il existe au moins un vecteur zo non nul tel que ||pr (zo)|| = ||zo]| et donc max {W,w eR"™\ {O }}

existe et vaut 1.

Partie B | Projection orthogonale dans R™

Dans toute cette partie, on revient au cas général en supposant que n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
v désigne un vecteur de R™ que I'on supposera étre de norme 1.
On considére alors I'application ¢ définie par : p: | R — R”

x — (x|v)v

Q30. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R™.
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Q 30| Eléments de réponse

A e R
Soient ¢ =z € R”

y € R»
Posons z = Ax + y, et montrons que f (2) = A\f(z) + f(y).
Un calcul direct donne que :  f(z2) = Az +ylv)v

= (Azfo)+(ylz))v
= AMz)v+{ylz)v
= M@+ f)
ce qui assure le caractére linéaire de ¢.
Il est immédiat que ¢ : R™ — R™ et comme ¢ est linéaire, il vient que ¢ est bien un endomorphisme de R™.

Q31. Montrer que @ est un projecteur et que Im (i) est la droite vectorielle engendrée par v.

Q 31| Eléments de réponse

Par théoréme, ¢ est un projecteur si, et seulement si, o o = .
Un calcul direct donne que :  Vz € R, p(p(x)) = ¢ {z]|v)v)
= (zlv)p(v)
= (zfv){vlv)v
=1
= (zfv)v
_ _ = o(x)
et par suite ¢ est un projecteur.
Par ailleurs, il est immédiat que pour tout = € R"™, () est colinéaire & v par définition de ¢, ce qui assure que Im (¢)

est une droite vectorielle engendrée par v.

Q32. Montrer que @ est la projection orthogonale sur Im ().

Q 32| Eléments de réponse

 étant un projecteur, on sait qu'il s'agit du projecteur sur Im () de direction Ker ().

Il est immédiat que :  Va € Vect (v)", (z|v) =0

ce qui assure que : V€ Vect (v)", p(z) =0

et donc que Vect (v)J‘ C Ker (). Comme Im () = Vect (v) est une droite vectorielle, son orthogonal est de dimension
n— 1. Par ailleurs, d’aprés le théoréme du rang, on sait que dim (Ker () = n— 1, ce qui assure que Vect (v)" = Ker (¢)
et donc que ¢ est bien la projection orthogonale sur Im ().

Q33. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de ¢. L'endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

Q 33| Eléments de réponse

_>
Comme Ker (p) # {O } on en déduit que 0 est valeur propre et que Fy (p) = Ker (p).
Par ailleurs, il est immédiat que ¢(v) = v, ce qui assure que 1 est valeur propre de ¢, et comme la somme des dimensions
des sous-espaces propres est au plus égale a la dimension de R™, on en déduit que E;(y) est de dimension 1, et que F; ()
est la droite vectorielle engendrée par le vecteur v.
Par suite, ¢ est donc tel que dim (Ey (¢)) + dim (E; (¢)) = dim (R™), et donc par théoréme ¢ est diagonalisable.

Q34. Montrer que pour tout = € R™, ||p(x)|| < [|=].
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Q 34| Eléments de réponse

I o) of
(@ |[0)] o]
[(z |v)]
]| ]l

< ||

Soit z € R™. Il est immédiat par I'inégalité de Cauchy-Schwarz que : llo(@)]l

Al

ce qui est bien le résultat attendu.

. —
Q35. Etablir I'existence et déterminer la valeur de max{ ”Sﬁf”)”, x e R™\ {0 }}

Q 35| Eléments de réponse

le@Il _

]

- .
,xeR”\{O }} qui vaut au plus 1.

_>
De la question précédente, on en déduit que : Ve € R™\ {0 },

()l
]|

—
Par ailleurs, comme ¢(v) = v, cette borne supérieure est atteinte et vaut 1, et par suite max{ el x € R™\ {O }}
T

ce qui assure |'existence sup{

existe et vaut 1.

Q36. Soit s I'application définit par :  Vz € R", s(x) = 2p(z) — .
Montrer que s est une symétrie de R™.

Q 36| Eléments de réponse

Par théoréme, on sait que : (s est une symétrie) < (sos=Idgn).

[l est immédiat ici que : Vo € R™, s(s(x)) = s(2¢(x)—x)
= s2{xv)v—2x)
= 2{z|v)s(v) — s(x)
= @) 20() - v) - 5(2)
= 2{xv)v—s(x)
= 2{(xv)v—20)+z
= 2(zfv) =2{v)v+u

ce qui assure bien que so s = Idgn.

Q37. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de s.

Q 37| Eléments de réponse

s étant un symétrie vectorielle on sait qu'il s'agit de la symétrie par rapport a Ker (s — Idg» ) et de direction Ker (s + Idgn)
avec R" = Ker (s — Idgn) @ Ker (s + Idgn) et en construisant la matrice de s dans la base adaptée a cette somme directe,
cette derniére est la matrice diagonale ot les dim (s — Idg~) premiers termes diagonaux valent 1 et les dim (s + Idgn)
suivants valent —1.

Ainsi, les valeurs propres de s sont 1 et —1 et les sous-espaces propres associés sont Ker (s — Idg~) et Ker (s + Idgn).

Q38. Montrer que pour tout x € R™, ||s(z)|| = ||=]-

Q 38| Eléments de réponse

Un calcul direct a partir de la définition donne que :

Is(a)])” (s(2) [s())
2zlvyv—ax2{(z|v)v—2a)
= ?<9|5\7>f> x2(xfv) (v|v) =2(z|v) (z]v) = 2(z |v) (z]v) + (z]x)

2
I
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ce qui est le résultat attendu.

Partie C | Une caractérisation des projections orthogonales

Dans cette derniére partie, H désigne un sous-espace vectoriel de R™ de dimension r telle que 1 <r <mn — 1.

Partie C-1 | Particularité d’une projection orthogonale

Dans cette partie uniquement, py désigne la projection orthogonale sur H.

Q39. Montrer que pour tout z € R™, ||[pm(x)| < ||z|| et préciser les vecteurs 2z € R™ pour lesquels on a I'égalité.
Q 39| Eléments de réponse
Par construction pg est la projection sur H de direction H'.
On a que z = & — py (@) + pr (x), donc d'aprés le théoreme de Pythagore, il vient que ||z]|> = ||z — pu (2)||* + |lpa ()|
—_————  ——

€HL er
ce qui donne que ||pg(2)]|* < ||lz||* et comme une norme est positive que ||pg (z)|| < ||z

/ —
Q40. Etablir I'existence et déterminer la valeur de max {”pH(ﬂC)”, xz e R™\ {0 }}
x

Q 40| Eléments de réponse
Ipul _ |
[l

_>
ce qui assure |'existence de sup {||pH(|9|C)||7 xz e R™\ {0 }
x

%
D'aprés la question précédente : Vo € R™\ {0 } ,

Par ailleurs, par construction de pgy, pour © € H, on a py(x) = =z ce qui assure que |pu(z)|| = |z
%
et donc que maX{HpT(ﬁ),xeR”\{O }} existe et est atteint en tout vecteur x de H et que l'on a
T
%
max{”pﬂl(x)”, IGR"\{O }} =1.
T

Partie C-2 | Etude la réciproque

Dans cette uniquement p désigne une projection sur H qui vérifie : Vo € R™, ||p(z)|| < ||z||.

Q41. Soit € (Ker (p))". Calculer (z|p(z) — z).

Q 41| Eléments de réponse

p étant un projecteur, on a p> = p ce qui assure que  — p(x) € Ker (p), et donc par hypothése sur z il vient que
(z|p(z) —z) =0.

Q42. Montrer que p est une projection orthogonale.

Q 42| Eléments de réponse

Parce que p est un projecteur, on sait qu'il s'agit du projection sur Im (p) et de direction Ker (p) avec notamment que
R™ = Im (p) ® Ker (p).

Soit z € R™ ou I'on écrit = p(x) + = — p(z) avec p(z) € Im (p) et z — p(x) € Ker (p).

On considére alors z le projecté orthogonal de p(z) sur la droite vectorielle engendrée par x — p(z). D'aprés la question
précédente, on a donc que z et p(x) — z sont orthogonaux puisque |'on sans dans ce cas que z L Ker (p).
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2 2
21" + llp(z) — z||

2 2
> )" + llp (p(z) — 2)||
YveR™, [|p(v)||<]lv]|

2 2
= z||” + [|p(z
z€Vect (x—p(x))CKer (p) H || Hp( )”

ce qui implique que ||,z||2 = 0 et donc que z = 0. Par suite, on en déduit que Im (p) et Ker (p) sont orthogonaux, et donc
que p est la projection orthogonale sur Im (p).

Ainsi, on a par le théoréme de Pythagore que : Ip(a)|)?

Vol
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Probléme n° 3 | Calculs d’une somme de série et d’une intégrale

Partie A | Calcul de la somme d’une série

—+00
. . 1
Dans cette partie, on veut déterminer la valeur de (5 = E —-
p

p=1

Pour tout n € N, on pose :

B 3
W, = / cos®™(t)dt et J, = / t2 cos®™(t) dt
0 0

On rappelle que pour tout ¢ € R et pour tout m € N, cos™(t) = (cos(t))™

1
Q43. Rappeler la nature de la série Z —-

p>1

Q 43| Eléments de réponse

Il s'agit d'une série de Riemann convergente puisque 2 > 1.

Q44. Calculer Wy et Wj.
Q 44| Eléments de réponse

z
Calcul de W, : un calcul direct donne que : Wy = / 1d¢
0

Calcul de W7 : un calcul direct donne que : W, =

3
I,
_ /02 %(1—}-008(21?)) dt
|
4

% (t + ;sin(zt)ﬂj

Q45. Soit n € N. Justifier que W,, > 0.
Q 45| Eléments de réponse

. o 7r , LT : : "
La fonction ¢ — cos(t) est positive sur [0; 5] et ne s'y annule qu'en 5 Par suite, la fonction t — cos?"(t) est positive

T ™ . . . . .
sur [O; f] et ne s'y annule qu’en 5 et par positivité de I'intégrale W,, > 0, et la fonction t — cos(t) étant différente de

la fonction nulle sur cet intervalle, on a donc que W,, > 0.

s

Q46. Montrer que pour tout n € N, W,, — W41 = /2 sin(t) sin(t) cos®™ (t) dt.
0
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Q 46| Eléments de réponse
%
Un calcul direct donne que : Wy, —Whp = / (cos®(t) — cos®T2(t)) dt
O7T
o z 2n o 2
= cos”(t) (1 — cos?(t)) dt
07\'
)
= / cos?™(t) sin®(t) dt
07'(
)
= / sin(t) sin(t) cos™ () dt
0
Q47. En déduire que, pour tout n € N, (2n +2)W,41 = (2n + 1)W,,.
Q 47| Eléments de réponse
En effectuant I'intégration par parties suivante :
u(t) = sin(t) Iy u'(t) = cos(t)
v(t) = — — cos? () s v'(t) = sin(t) cos®™(t)
ol u et v sont C! sur R, on obtient que :
/”2' sin(t) sin(t) cos®* (t)dt = |- ! sin(t) cos®™2(t) : + ! /g cos®™ (1) dt
0 2n+1 o 2n+1J,
0
1
et donc que l'ona: W, —W, = mWnH et donc que (2n + 2)W,11 = (2n+ H)W,,.
n
Q48. Montrer que, pour tout n € N :
T —J, L + 2 /gt‘ (t) cos®" T (t) dt
n— Jne1 = ——Jn — sin(t) cos
o1 Ton g1
Q 48| Eléments de réponse
Un calcul direct donne que :
3
Jp = Jng1 = / (t? cos®™ () — t* cos®"2(t)) dt
07\'
3
= / t? cos®™(t) (1 — cos?(t)) dt
O‘!l'
3
= / t2 cos®™(t) sin®(t) dt
071'
3
= / t2sin(t) x sin(t) cos®™ (t) dt
0
On effectue alors une intégration par parties en posant :
u(t) = t2sin(t) ~ u/(t) = 2tsin(t) + t2 cos(t)
se dérive en
— _ 2n+1 ’ — q 2n
v(t) o 1 O (t) wa Y (t) = sin(t) cos*"(t)
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Jn - Jn+1

ol u et v sont C! sur [0; g} pour obtenir que :
2n

[ 1

2n+1

+1
§ 2n+1
/ 2t sin(t) cos*™ (¢

Jn+1

2n+1 2n+1

2n + 2

49. —
Q49 +1

Montrer que, pour tout n € N : 3
n

Q 49| Eléments de réponse
On effectue un intégration par parties en posant :
u(t) =2t

v(t) = —

cos?"2(t)

2n + 2

T L.
ol u et v sont C! sur {O; 5}, il vient que :

z
t2 sin(t) cos?n 1 (t)] +
0

Jn+1 -

x
Sy A (2t sin(t) cos®™ T (t) + t* cos®™T1(t)) dt

)dt+ Jn+1

2n+1

/2 tsin(t) cos®™ T (t) dt
0

—2
@n+1)(2n+2) "

>
se dérive en

W (t) =2

v’ (t) = sin(t) cos®T1(¢)

>
se dérive en

3 2 5 1 3
tsin(t 2n+1 Hdt = _ 2n+2 t / 2n-+2 1) dt
/0 sin(t) cos (t) [ o 1 3 o ()0+2n—|—2 ; cos (t)
2 i 2(n+1)
= n t)dt
2n2—|—2/0 cos (t)
= 7Wn
om+2 "
. o 1 2
Finalement, on en déduit que :  J,, — Jp11 = mJnH + Gnt D+ 2)W,L+1
ce qui amenera a la relation demandée.
In In 2
Q50. Montrer que, pour tout n € N : Wn++11 W= “Gnt P
Q 50| Eléments de réponse
Jn 1w 1
Q51. Conclure que, pour tout n € N* : W, WZ =-3 pz::l ol
Q 51| Eléments de réponse
De la question précédente, par sommation il vient que :
n—1 7 J n—1 1
¥n € N, ML) =
I;) <Wk+1 Wk ’;) (2k + 2)2
B n—1
1
)
2
k:014(k: +1)
1« 1
- 75 Z 2
2 & (k+1)
11
242
k=1
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n—1

/R ) Jn o
Orona: VneN* L I
,;) (Wk+1 Wi) Wn W

ce qui ameéne a la relation demandée.

2
Q52. On admet que : Vit e [0; g} , —t <sin(t) < t.
v
2
Montrer que, pourtoutn € N: 0< J, < % Wy, = Whi1).

Q 52| Eléments de réponse

™

Onsaitque: VneNeW, - W, = /2 sin(t) sin(t) cos®™ (t) dt.
0

De la question précédente, comme les trois membres de I'encadrement sont tous positifs, il vient que : Vi €

T 2 \?
[o; 5] , (ﬁt) < (sin(1))>.
. . . ™ 4 2 -2
Par suite, il vient que : Vt € {O; 5} , —t* <sin (t)
e

4
et donc que : Vte [0; g] , —t?cos?(t) < sin?(t) cos?™(t)
T
4

B B
Par croissance de I'intégrale, on en déduit que : / —2t2 cos®™(t) dt < / sin(t) sin(t) cos®™(t) dt
o T 0

™

. 4
ce qui assure donc que : —2Jn < W, — Wyt
et qui donnera le membre de droite de I'encadrement demande.
s N . ' . '/T .
Le membre de gauche est trivial, dans le sens ou la fonction ¢ — ¢? cos®™(t) n’étant pas la fonction nulle sur [0; f] mais

y étant positive, le caractére positif de I'intégrale assure alors que 0 < J,,.

2
W,

Q53. Déduire de ce qui précéde que : VneN,0< J, < W

8(n+1)

Q 53| Eléments de réponse

On peut montrer que : Vn e N, W, >0
2

Par suite, il vient que: VYneN,0< J, < %Wn

Par ailleurs, comme :  Vn e N, 2n+2)W, 11 = 2n+ 1)W,
2n+1

m+2 "
et par suite il vient: Vn e N, W, — W, =

on en déduit que : Vne N, W, =

2n + 2
ce qui donnera la majoration attendue.

—+o00
1
Q54. Déterminer la valeur de (; = Z —-
p=1 p

Q 54| Eléments de réponse

. . Jn 2
De la question précédente, on en déduit que: VneN,0< — < ———
) o , Jn
et par conséquent, par le théoréme d'encadrement que — —
Wn n—4oo
J Jo I~ 1
Onsaitque: VYneN* - — — =— —
a W, W, 2 p; 7
3
Il est immédiat que Jy = 5
n
. 1 2J0 772
I vient donc que : ; P DT W =6
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=1 2
et ainsi on a que Z—Z =5
p=1
n
—1)p-1
Q55. Pour tout n € N*, on pose u,, = Z %
p
p=1

A T'aide des questions précédentes, montrer que la suite (uy), -, est convergente et en calculer sa somme que |'on notera Sy
pour la suite du probléme.

Q 55| Eléments de réponse

i

. . . -1
Il est immédiat que la série 2(7

5 est absolument convergente, ce qui assure la convergence de la suite de ses

sommes partielles, qui est exactement la suite (uy,),,~;-

=1 = = 1
On commence par remarquer que : ; I? = ; W + 1;) W

ce qui donne que : = = - —
= (k+1) = = (2k)
- 2 4 12
p=1 p 4 k=1 k
+oo
3 1
= 12
N = ZCZ
Sy — +o00 +o0
. (—1)p—1t 1 1
Par ailleurs, on a que : Z — = Z 5 — .
— = (2k+1) po (2k)
+oo _1 “+o0o +00
. (—=1)P 1 13X 1
ce qui donne que : 2722272_, =
= P = (2k+1) 4 — k
400 —1
: (—=1)P 3 1
et finalement que : Z —e— =G — =G
— p 4 4
+oo 1
—1)P 1
et on trouve alors que : Z % = 5(2.
=1 P ~~
2
12

Partie B | Calcul d’une intégrale

- o 1 (=1)man
56. Mont © Vx e [0;1], Vn € N*, —1)P1gPl = —
Q ontrer que z € (0;1], Vn ;( L o T
Q 56| Eléments de réponse
n n—1

[l est clair que : Vz € [0;1], Vn € N¥, Z(fl)p*l:rp*1 = Z (—z)?

p=1 p=0
Ainsi : V€ [0;1], Vn € N* i(fl)p*lw”*1 Bl G

: ) ) bl p=1 1 + T
et finalement : Vz € [0;1], Vn € N*, 1;(71);;719:;)71 =13z ( . j_;
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3

p 7P xp n+1

57. Justifi DV 0;1], Vn € N*,
Q ustifier que r € [0;1],Vn € 1+n

p:1

Q 57| Eléments de réponse

[l est immédiat que :  Vz € [0;1], Vn € N¥, /0 (Z( 1Pt 1) /0 <t+ 177 +t ) dt.

p=1
ce qui améne directement 3 :  Vax € [0;1], Vn € N*, Z <( 1)P- 1 tp 1dt> n(l+z) — (— 1)n/ e dt
p=1 0
. n 1)P—1pp
et finalement a :  Vz € [0;1], Vn € N*, ln(1+m)—z (1) /
p=1 P 0
Par ailleurs, il est immédiat que : V¢t € [0;1], 0 < T <t

) .. x tn xT
donc par croissance de l'intégrale :  Vn € N*, 0 < / dt < / t"dt

x tn xn—i—l
ce qui donne que : Vx € [O;l},VneN*,OS/ dt < )
o 1+1¢ n+1

In(1+ Z

p lzp n+1

Par suite, il vient que : Vz € [0;1], Vn € N*, <
n+1

1
' In(1
Q58. Justifier que I'intégrale / Il +2) dx est convergente.

0 X

Q 58| Eléments de réponse

In(1+ x)

La fonction z — dx est impropre en sa borne 0.

. In(1+x ) .
Or on sait que ¥ — 1, ce qui assure que la fonction z ——
€T xr——+00

1
In(1
est continue sur |0; 1], donc l'intégrale / In(1 +2)
0 €

In(1
In(1 +2) est prolongeable par continuité par

1
. In(l+x , o
la valeur 0 en 0, et donc que l'intégrale / g dx est faussement impropre en sa borne 0, donc qu'il s'agit d’une

. 0 x
intégrale définie et donc est convergente.

Q59. Montrer que, pour tout n € N* :

Q 59| Eléments de réponse

n -1 p—1,.p n+1
On sait que :  Vz € [0;1], Vn € N*¥, ln(l—i—x)—pz_:l( )p * Z+1
In(1 n -1 p—1,p—1 n
donc: Vz €]0;1], Vn € N*, M—Z( v :c
T = p n+1
1 1/n 1, p—1 1
In(1 —1)P P n
et donc: Vn € N*, / mdx—/ Z()ix dx g/ dx
0 T o \,=1 P o nt+1
1 n 1 —1,.p—1 1 n
. In(1 —1)P7 2P
et finalement :  Vn € N*| / de—Z/ <()xdx> g/ T de
0 x =1 0 p 0 n+1
1 —1,.p—1 -1 1 .n
_1)p—1lyp _1)P 1
Il est clair que / (W) dx = % et que / Y oz = ——— ce qui permet d'obtenir la relation
0 p D o n+1 (n+1)
demandée.
1
In(1
Q60. En déduire la valeur de / w dx.
0
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Q 60| Eléments de réponse
" (=1)Pt Yn(1
Le théoréme d'encadrement donne a partir de la relation précédente que Z % — / M dz.
1 p n—+oo [q €T
L (=1)pt (1
Or on a vu que Z % — S5, ce qui donne que / de =S5y
s p n——+00 0 x
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Probléme n° 4 | Etude d’un couple de variables aléatoires

Dans tout ce probléme, toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (2, &, P).

Si X est une variable aléatoire possédant une espérance et une variance, on note E (X') son espérance et V(X) sa variance.

Si X et Y sont deux variables aléatoires admettant des moments d'ordre 2, on définit la covariance de X et de Y notée
Cov (X,Y) par la formule :  Cov (X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y).

On a alors que Cov (X,Y) = cov (Y, X) et Cov (X, X) = V(X).

Partie A | Préliminaires

Q61. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres respectifs A et u tous
deux réels strictement positifs.
Montrer que X + Y suit la loi de Poisson de paramétre A\ + p.

Q 61| Eléments de réponse

Onnote Z = X +Y et il est immédiat que Z () = N.
En utilisant le systéme complet d'événements associés a X et a I'aide de la formule des probabilités totales, il vient que :

VpeN,P(Z=p]) = ZP X = k) Pix—y (1Z = 1))
= ZP X =) Pix—y (Y =p—k])
= ZIP X = k) Pix—iy (Y =p—k))

=, ZIP’([X =Kk)P(Y =p—k])
P ef)\Ak efuupfk

2 (p—kw

— —()\+;L)Z )\k p—k

1 p! _
= o~ (A+p) B \kpk
p'C kZ:o El(p — k)! K

e —(A+u)

= 0wy

ce qui assure que Z suit bien une loi de Poisson de paramétre A + pu.

Q62. Sans soulever de probléme d'existence, montrer que si X, Y et Z sont trois variables aléatoires admettant des moments
d'ordre 2, alors :
VY (a,b) € R?, Cov (Z,aX +bY) = aCov (Z, X) + bCov (Z,Y)

et: V(a,b) €R? V(aX +bY)=a?V(X) +b*V(Y) + 2abCov (X,Y).

Q 62| Eléments de réponse
Expression de cov (Z,aX 4 bY') : un calcul direct donne en utilisant la linéarité de I'espérance que :
cov (Z,aX +bY) E(Z(aX +0bY))—E(Z)E(aX +bY)
E(aXZ4+bYZ)—aE(Z)E(Y)—bE (Z)E (X)
= aE(XZ)+bE(YZ)—aE(Z)E(Y)—-bE(Z)E (X)
= acov(Z,X)+bcov (Z,Y)

Expression de V (aX + bY) : il suffit d'utiliser la relation précédente et a I'appliquer a la variable aléatoire a X + bY .

Pour toute la suite du probléme, on admet le résultat suivant : pour tout entier n > 2, tout n—uplet (aq, ..., a,) de R™ et
toute famille (X1, ..., X,,) de variables aléatoires admettant des moments d'ordre 2, on a :
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\% (2”: aiX,L-) = Z a;a;Cov (X;, X;) = z”: a?V (X;) + Z a;a;Cov (X;, X;)
i=1 i=1

(i.5)€lLn]? (.)€ [Lin]?
i#]
Partie B | Matrices des covariances
Soit n € N tel que n > 2 et (X3, ..., X,,) une famille de variables aléatoires indépendantes, définies ur (2, &, P).

On suppose que, pour tout i € [[1;n], X; suit la loi de Poisson de paramétre 1.
k

Pour tout entier k € [1;n], on pose YV, = X1 + ...+ Xj = ZXi'
i=1

On pose M,, = (Cov (Y;,Y;)) 1<i<n € #,,(R) la matrice dont le coefficient situé a I'intersection de la ligne i et de la colonne
1552n
Jj est égal a Cov (Y;,Y5).
M, est appelée matrice des covariances de la famille (Y7, ..., Y,,).

Partie B-1 | Loi de Y3

Q63. Pour tout k € [1;n], déterminer la loi de Y}, puis donner, sans démonstration, son espérance E (Y};) et sa variance
V(Yz).

Q 63| Eléments de réponse

Par construction, et en utilisant le résultat préliminaire, Y} suit une loi de Poisson de paramétre 1 +... +1 = k.
Par suite Y, admet une espérance et une variance qui sont toutes les deux respectives égales a k.

Partie B-2 | Etude d'un cas particulier

Dans cette partie uniquement, on se place dans le cas ou n = 2.

Q64. Expliciter la matrice Mo.

Q 64| Eléments de réponse

Par construction My = (COV (Y1,¥1) Cov (Yl’yz)>

Cov (Ys,Y7) Cov (Y3, Y3)
Par ailleurs, comme Cov (Y7, Y2) = Cov (X1, X1 + X3), en utilisant le résultat préliminaire, il vient que :

COV(Yl,YQ) = COV(Xl,Xl +X2)

Cov (X1, X1) + Cov (X1, X5)

V(X1) +E(X1Xz) —E(X1) E(X2)
V(X1) +E(X1)E(X2) —E(X1)E(X2)
= V(Xy)

et par suite il vient que M, = (1 ;)

Q65. Montrer que M5 est inversible et expliciter son inverse.

Q 65| Eléments de réponse
La matrice M, étant un élément de .#5(R), par théoréme M, est inversible si, et seulement si det (Mz) # 0, ce qui est le
cas ici car égal a 1.

Par ailleurs, on a que : (M2)71 = <21 —11>
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Partie B-3 | Etude du cas général

Dans tout ce qui suit désormais, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Q66. Soit (i,75) € [[1;n]]2 tel que ¢ < j. Montrer que Cov (Y;,Y;) = i.

Q 66| Eléments de réponse

Par construction, on a que :  Cov (Y;,Y;)

Cov (Yi; Y+ Zi:i-&-l Xj)

J
= Cov (Y, Y;) + Cov (Yi, Z Xj>

k=i+1

k=1 k=i+1

= i+COV <iX“ i XJ>

k=1 k=i+1

i J
Or les deux variables aléatoires g X; et E X, étant indépendantes par le lemme des coalitions,
k=1 k=it+1

i J
Cov (Z X, Z Xj> =0, ce qui améne a Cov (Y;,Y;) = i.

k=1 k=i+1

Q67. Expliciter la matrice M,,.

Q 67| Eléments de réponse

La propriété de symétrie de la covariance donne que M,, =

: : : n—1 n—1
1 2 3 ... n-—-1 n

11 ... .01
o 1 . ... 1
Q68. On note T}, la matrice de .#,(R) donnée par T, = | : . .. 1| la matrice dont tous les termes situés
S (V) I
o ... ... 0 1

au-dessus de la diagonale sont égaux a 1, et tous ceux qui sont strictement dessous la diagonale sont tous nuls. Par ailleurs on
note ¢; ; le terme général de la matrice T5,.

1 si i<j

0 si i>j

Montrer que T, est inversible et calculer son inverse que I'on notera R,,.

Ainsi : f,iJ' =

Q 68| Eléments de réponse

La matrice T}, est une matrice triangulaire supérieure dont tous les termes diagonaux sont non nuls, donc par théoréme,
elle est inversible.
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On montre alors, par exemple en effectuant le produit matriciel T, x R,, que R,, =

Q69. Pour toute matrice A de ., (R), on note AT la transposée de la matrice A.
Exprimer alors M,, en fonction T}, et T, .

Q 69| Eléments de réponse

On peut montrer que M,, = T, x T),.

Q70. Justifier que M, est inversible, et exprimer (Mn)71 en fonction de R,, et de (Rn)T.

Q 70| Eléments de réponse

-1

M,, s'exprimant comme le produit de deux matrices inversibles, par théoréme, elle est inversible, et son inverse est (M,,) "~ =
—1 . _ —1
T, ' x (T, )~ ce qui donne que (M,,) = R, x (R,)

Q71. Soit (21, ..., z,) ER™ et soit Z,, = | : | € 4, 1(R).

Zn

n

Montrer que V (Z ziYi> = (TnZn)T (ThZn).

i=1

Q 71| Eléments de réponse

Tout d’abord, on remarque, a la représentation prés des vecteurs que (T Zn) ' (T Zn) = ||TwZy||* ob il s'agit de la norme
euclidienne de R™.

2
Par ailleurs, T, Z,, = ; et donc (TnZn)T (ThZ,) = (Z zl>
1 /

Par ailleurs : iziYi = Z <zii:Xk>
k=1

=1 i=1

- YYem

Pt
()
SR
== Zi Xk
k=1 \i=k
n n n 2
et donc par indépendance des variables aléatoires X1,..., X,,, il vient que V ZXY;- = Z E:z2 V (Xi) ce qui
i=1 k=1 \i=k ™
== =1
donne le résultat.
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w1
Q72. On pose alors W), =T,Z, = | : € Mni1(R).

wn
Exprimer Z,, en fonction de R,, et W,,.

Q 72| Eléments de réponse

T, étant inversible, on a tout d'abord que Z,, = (Tn)_1 W, et comme (T,,)” 1 = R, il vient que Z,, = R,W,,.

n—1
Q73. Montrer que :  (R,W,)" (R, W,,) = (Z (w; — wi+1)2> +w?2.
i=1
Q 73| Eléments de réponse
w1 — w2
w9 — W3
Sur le méme principe que précédemment, on a tout d'abord que R,W, = : et donc comme
Wp—1 — Wn
wﬂ,
n—1
(RaWn) " (RaWa) = (Ra Wi [ R Wo) = |[Ru W, il vient que (RuWo) " (R Wo) = (Z (w; — wmf) + wy.
i=1

Q74. Vérifier que, pour tout (a,b) € R2, (a — b)® < 2a2 + 22

Q 74| Eléments de réponse

Il est immédiat que 0 < (a — b)?0, et donc que —2ab < a? + b% qui donne que a? + b? — 2ab < a? + a® + b + b? et donc
de faon triviale que (a — b)> < a® + b2,

Q75. Montrer que : (R, W,)" (R Wy) < 4(W,)" W,,.
Q 75| Eléments de réponse

n—1
Des deux question précédentes, il vient que : (R, W,)' (R,W,) < Z (2w} + 2w} ) +w

i=1
n—1 n—1

Ainsi, on a que : (R, W,)" (RaW,) <23 w?+2Y w?, +uw?
i=1 =1
n—1 n—1

et donc que : (R, W,)" (R, W,) <22w +w? +w? +w1—|—22w

i=1

et donc que :  (RoW,)' (R,Wh) <2Zw +22w

ce qui donne que : (RnWﬂ)T (R,W,,) < 4wa
i=1
et comme (W,,)" (W,) = [W,||? on a le résultat sur le méme principe que précédemment.

1 n n
Q76. Conclure que, pour tout (21, ..., 2,) € R", on a: 1 Z: 22 <V (Z zZYZ>

i=1

Q 76| Eléments de réponse

C'est un simple conséquence des majorations précédentes puisque (TnZn)—r (ThZy,) = (Wn)—r W,, par construction.
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