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Eléments de réflexion | Pistes de recherche

Les éléments développés ci-aprés ne sont souvent que des indications pour aboutir 3 la solution, qui détaillent la plupart du temps un cheminement a suivre
pour montrer le résultat demandé. La plupart des calculs sont laissés aux lecteurs. ..La mise en forme de certains calculs est faite de sorte a économiser de
I'espace et donc du papier, mais il conviendrait de ne pas les écrire en ligne notamment comme cela I'est parfois.

Tout appareil électronique permettant d'effectuer un calcul n’est pas autorisé.
Les tables d'opérations ne sont pas autorisées.
Aucun document ou formulaire n'est autorisé.

Préambule | Consignes générales

Q1. Réaliser I'entéte de votre devoir en respectant les éléments suivants : inscrire en haut a gauche de la premiére copie
double, vos nom (en majuscules et en rouge) et prénom (en écriture spéculaire et en bleu) tels qu'ils figurent sur votre dossier
d'inscription en commencant au plus & 1 cm du bord gauche de la feuille et au plus & 3cm du bord supérieur de la feuille, puis au
méme niveau sur la partie droite de la page, inscrire la date du devoir au format JJ-MM-AAAA ; en sautant une ligne, sous votre
nom, inscrire « CPGE-BL 1cannée » ; en laissant un espacement d'environ 2cm par rapport & la derniére ligne écrite, inscrire en
toutes lettres, et en respectant la casse, « Devoir Surveillé n°14 » au centre de la ligne; pour finir, laisser un espacement d'environ
2cm par rapport a cette derniére ligne, tirer un trait horizontal sur la totalité de la largeur de la page, dessiner sous ce trait un
lapin, tourner ensuite la page, et commencer par le premier probléme ou exercice en commencant en haut de la page.

Q 1| Eléments de réponse

Tout le monde n’a pas le méme talent de dessinateur. ..

Probléme n°1 | Sous-espaces vectoriels de R*

Partie A | Etude d'un premier sous-espace vectoriel de R*

Dans tout ce qui suit, u et v désignent deux vecteurs non nuls et non colinéaires de R3.
On désigne par F; le sous-ensemble de R* défini par :
%
0}

F = {(x,y,z,t) ERY, (x+y+z+thut (x+t)v

Q2. Le vecteur eg = (2,—1,1, —2) appartient-il & Fy ?

Q 2| Eléments de réponse

Par définitionde Fy :  (ep € F) & ((2 +(-D+1+(-2)u+ 2+ (-2)v= ?)
Un calcul direct donne que : 2+ (=1) +1+(=2)u+(2+(-2)v = 0_>>< u+0xwv
= 0

Ainsi, ey € F}.

Q3. Déterminer un couple de réels (y,t) tel que fo = (1,y,1,t) appartienne a F3.

Q 3| Eléments de réponse
Le couple (—1,—1) convient. Dans ce cas on a fo = (1,—1,1,—1) et :
%
(foeF) & (@+(ED+1+(D)ut(1+(-1)v=0)

Un calcul direct donne que : 2+ (=1)+ 1+ (=1)u+(1+(-1)v = 0_>>< u+0xw

0
Ainsi, fo = (17 —-1,1, —1) € Fy.

Q4. Montrer que F} est un sous-espace vectoriel de R*.
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Q 4| Eléments de réponse

%
Le vecteur nul 0 = (0,0,0,0) de R* appartient a F| : en effet, on a trivialement que (0+0+0+0)u +

[ —
_ =0
0+0)v=0".
——
=0
A e R
I est stable par combinaison linéaire : soient { w; = (z1,91,21,t1) € Fi
wy = (T2,Y2,22,t2) € I
On pose wy = Aw; + wy avec wy = (x3,ys,23,t3), et montrons que wz € Fy, c'est a dire que l'on a
(x3+y3+23+t3)u+(x3+t3)v: 0.
T3 = Ax1+ o
. = A
Par construction de ws on a : ys Yut Y2
zZ3 = )\Zl + 29
3 = M+t

On a alors :

(73 +y3 +t3+23)u+ (v3+y3)v
= (/\3;‘1 + 2o+ Ayp +y2 + Az1 + 20 + Ay +t2)u+()\m1+m2+)\t1 +1f2)’l)

(Azy 4+ Ay + Ays + Ms)u+ (22 +y2 + 22 +t2) u+ (Azy + M) v+ (22 +t2) v
= A((Il —|—y1—|—21 —|—t1)u+(x1 +t1)v)+(zg+y2—|—22+t2)u—|—(x2—|—t2)v

— —
=0 carwi€F =0 car woEF>

=l

Ainsi, w3 € Fi c'est a dire que \wy + wy € F et donc I} est stable par combinaison linéaire.

Par suite F} est bien un sous-espace vectoriel de R*.

Q5. La famille 7, formée des deux vecteurs u et v de R3 est-elle libre ? Justifier votre réponse.

Q 5] Eléments de réponse

Supposons par 'absurde que la famulle Fy est une famille liée de R3. .

Dans ce cas il existe une relation de dépendance entre u et v de la forme Au + uv = 0 . On peut supposer sans perte d_e)
généralité que X\ # 0, et dans ce cas, on ne peut avoir non plus . = 0 car sinon on aurait Au = vect0) avec A # 0 et u # 0
ce qui n'est pas possible. Il vient alors que u = 2y et donc que u et v sont colinéaires, ce qui est contraire a I'hypothése

i A
faite sur u et v.

Par conséquent, la famille Fy est une famille libre.

r+y+z2+t=0

Q6. Montrer alors que :  (u = (z,y,2,t) € 1) < .
T +t=0

Q 6| Eléments de réponse

T+y+z+t=0

%
Il est clair que si (7,y, z,t) € R* est tel que { PP il est immédiat que (z4+y+z+t)u+ (z+t)v=0 et
x =

donc (z,y,2,t) € Fy. .

Réciproquement, si (z,y,2,t) € Fy. Alors (x +y+ 2+ t)u+ (x +t)v = 0, cette derniére relation étant une combinaison
linéaire nulle des vecteurs u et v de R3. Comme la famille Fy est une famille libre, on en déduit que les coefficients de cette
r+y+z+t=0

, d'oul I'équivalence demandée.
+t=0

combinaison linéaire sont tous nuls, c'est a dire que {

z+y+z+t=0

Q7. Déterminer les solutions du systéme (S) : .
T +t=0
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Q 7| Eléments de réponse

On procéde par échelonnement en lignes de la représentation matricielle de ce systéme :

1 11 1]0
1 00 1|0
1 1 1 1]o0 1 11 11]0
L 0 -1 -1 0|0 L 01 1010 L
Lo + Lo — Ly Lo < —Lo Ly« Ly — Lo

Par suite, les solutions du systéme (S) sont les 4—uplets solutions donnés par :

O =
i)
= O
O =
o o
S~—

= —t
ot (z,t) € R?

- e 8
\
\
N

Q8. Déduire des questions précédentes deux vecteurs e; et e; de R* tels que I} = Vect (e, e).
Q 8| Eléments de réponse
On en déduit donc que :
(u=(z,y,2,t) € F) & (u=(-t,—z21) ou (z,t) € R?)
& (u=2(0,-1,1,0) +t(-1,0,0,1) ot (z,t) € R?)

Par suite, en posant e; = (0,—1,1,0) et e2 = (—1,0,0,1), on a F = Vect (e, e2).

Partie B | Etude d'un deuxiéme sous-espace vectoriel de R*

On désigne par F, le sous-ensemble de R* défini par :

FQ:{(Iaywzat)€R47$_y+2206ty+t20}

Q9. Montrer que les vecteurs g1 = (1,1,0,—1) et go = (—1,0,1,0) appartiennent a F5.
Q 9| Eléments de réponse
Par définition de Fy,ona: (g1 €Fp) & (1-140=0etl+(-1)=0)

Il est clairque 1 —1+0=0et 14 (—1) =0, et par suite g; € F>.
Sur le méme principe, puisque —1 —0+1=0et 0+ 0 =0, il vient que g5 € F5.

1 -1z
Q10. Soit (z,y, z,t) € R*. Déterminer les équations de compatibilité du systéme de repésentation matricielle (1) (1) Z
-1 0 |t
Q 10| Eléments de réponse
On procéde par un échelonnement réduit en lignes :
1 -1z 1 -1 T 1 -1 T
1 0 |y 0 1 |—-2a+y 0 1 -4y
~L ~L
0 1]z Ly« Lo — L1 0 1 z Ls ¢ La— Lo 0 0 |z—-—y+z
-1 0 t Ly« Ls+ Ly 0o -1 x+t Ly« Ls+ Lo 0 0 y+t
CPGE-BL | 1®année | Mathématiques 3 Le 20/11/2023| Durée: 4 h

Version du 22/11/2023 a 18:37



BL | 1=année Devoir Surveillé n° 14 DS14

Ce systéme posséde deux équations de compatibilité présentes en L3 et L4 de cette derniére échelonnée :

r—y+z=0ety+t=0

Q11. Deéduire de ce qui précéde que Fy = Vect (g1, g2)-

Q 11| Eléments de réponse
Par définition, on a :

(u = (x,y,z,t) € Vect (91792)) A (3 )‘17>‘2 € R2 y U= )\191 + )\292)

1 -1z
1 0 |y .
& Le systéme de représentation matricielle 0 1% est compatible
-1 0 |t
—y+z 0
=
=0
=4 U S F2

et par conséquent F» = Vect (g1, g2).

Q12. F, est-il un sous-espace vectoriel de R*?

Q 12| Eléments de réponse

D’aprés ce qui précéde F5 est I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs g; et go, donc par théoréme F5 est bien
un sous-espace vectoriel de R*.

Partie C | Décomposition de R*

On désigne par G la famille formée des vecteurs u; = (0,1, —1,0), us = (1,0,0,—1), g1 et go.

Q13. La famille G est-elle une famille libre de R*? Justifier votre réponse.

Q 13| Eléments de réponse

0 1 1 -1
1 0 1 0 . .
On note A = 1 0 0 1 la matrice de la famille de vecteurs G.

0 -1 -1 0
La famille G étant une famille de 4 vecteurs, par théoréme, la famille G est libre si, et seulement si, le rang de la matrice
A est de 4
Un échelonnement en lignes donne :
et par suite rg (A) = 4, ce qui assure la liberté de la famille G.

Q14. La famille G est-elle une famille génératrice de R* ? Justifier votre réponse.

Q 14| Eléments de réponse

0 1 1 -1
1 0 1 0 . .

On note A = 1 0 0 1 la matrice de la famille de vecteurs G.
0O -1 -1 0

La famille G étant une famille de vecteurs de R*, par théoréme, la famille G est génératrice de R* si, et seulement si, le
rang de la matrice A est de 4
Or d’aprés la question précdente, rg (A) = 4, ce qui assure que la famille G est génératrice de R*.
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Q15. Montrer que tout vecteur u = (z,vy,2,t) de R* se décompose de maniére unique comme combinaison linéaire d'un

élément de F} et d'un élément de Fj.

Q 15| Eléments de réponse

D’aprés les questions précédentes, on a F; = Vect (e1,e2) = Vect (u1,us) puisque ey = —uq et e = —ugy et donc un

vecteur f, appartient a F} si, et seulement si, il existe (A1, \2) € R? tel que fo = A\ju1 + Agus.

On rappelle que Fy = Vect (g1, g2) et donc un vecteur fy appartient & Fy si, et seulement si, il existe (A3, \4) € R? tel
que fo = A3g1 + Mago.

En désignant par u = (z,y, z,t) un vecteur quelconque de R*, le vecteur u se décompose de maniére unique comme
combinaison linéaire d'un élément de F; et d'un élément de Fy si, et seulement si, il existe un unique (A1, Ao, A3, Ag) € R*

tel que :
U = AU + Aous + A\3g1 + A492

0 1 1 -1l
1 0 1 0 |y
-1 0 0 1

0 -1 -1 0 |t

ce qui signifie que le systéme de représentation matricielle admet une unique solution.

Or il s'agit d'un systéme de taille 4 x 4 qui est de rang 4 d'aprés |'échelonnement précédent, donc par théoréme il admet

une unique solution.

Par suite,tout vecteur u = (z,y, z,t) de R* se décompose de maniére unique comme combinaison linéaire d'un élément de

Iy et d'un élément de F5.

Probléme n° 2 | Puissances d’une famille de matrices

Pour tout réel a € R, on désigne par M (a) la matrice de .#>(R) définie par : M (a) = (1 ; “ 1 ﬁ a)'

On se propose dans cet exercice de déterminer une expression de (M (a))" pour tout entier n € N.

Partie A | Recherche des matrices M (a) inversibles

Q16. Soient (a,b) € R?. Montrer que M(a) x M(b) = M(a + b — 2ab).
Q 16| Eléments de réponse

Un calcul direct donne que :

l—a a 1-b b
a 1—a b 1-b
1-a)(1=0b+ab (1—a)b+a(l-0)
T \(Q1-a)b+a(l-0b) (1—a)(1—5)+adb
_ (l—a—-b+2ab a+b—2ab )

M(a) x M(b) =

a+b—2ab 1—a—0b+2ab
1—(a+b—2ab) a+b—2ab
a+b—2ab 1—(a—|—b—2ab)>
= M(a+b—2ab)
Q17. Explicitez la matrice M <2> puis en étudier I'inversibilité.

Q 17| Eléments de réponse

1
Il est immédiat que M (2> =

[ S
DO 0| =

1 L .
Puisque M (2> € #>(R), par théoréeme, M (2) est inversible si, et seulement si, det (M (2>> # 0.

CPGE-BL | 1®année | Mathématiques
Version du 22/11/2023 a 18:37

5 Le 20/11/2023 | Durée: 4 h



BL | 1=année Devoir Surveillé n° 14 DS14

Or un calcul direct donne que : det <M <;>> =

X
N o | o —

N | =
X

o
A Y-
DN | =

1
ce qui assure que M (2> n'est pas inversible.

Q18. Montrer que la matrice M (a) est inversible si, et seulement si, a # 3

Q 18| Eléments de réponse

Puisque M(a) € .#>(R), par théoréme, M (a) est inversible si, et seulement si, det (M (a)) # 0.
l1-a a

‘ a 1—-a

= (1-a)?—a?

= 1-2a+a%—a?

= 1-2a

Par suite, il vient que :  (det (M (a)) =0) < (a = )

Un calcul direct donne que :  det (M(a))

Finalement, on a bien que la matrice M (a) est inversible si, et seulement si, a # 3

1 _
Q19. Pour a # 3 déterminer en fonction de a, le réel b tel que M (b) = (M(a)) "

Q 19| Eléments de réponse

_ 1 — —
D’aprés le cours, on sait que (M (a)) 1= det(4) <1_aa 1 _aa>.
1—a a
Par suite, il vient que : (M(a))_1 = 1 —aQa 21a_—a1
2a—1 1-—2a
1—-2a+a a
_ 1—2a 20 — 1
- a —2a+a
2a —1 1—2a
1+ a
_ 1—2a 2a -1
a 1+
2a — 1 1 —2a
Lo a
_ 20 —1 20— 1
= a [ a
a 2a — 1 2a — 1
et par suite en posant b = ———, on a bien M (b) = (M(a)) ™"

2a — 1

Q20. Déterminer I'unique réel non nul noté ag tel que (M (ag))® = M (ag).

Q 20| Eléments de réponse

Puisque (M (ag))® = M (ag) x M (ap) d'apreés ce qui précede (M (ag))® = M (2a0 — 2a3).
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o 2 1-— (2a0 — 2a(2)) 200 — Qa% _(1l—ag ao

Par sute + (M (00))® = M (a0)) ( 2a9 — 203 1—(2a0—2a3)) "\ a 1—ao

& (ao — Zag = O)

= (CLO (]. — 2@0) = )

1
- (nep)
1

Et par suite, I'unique réel non nul tel que (M (ag))® = M (ag) est ag = 7

Partie B | Calcul des puissances de M (a)

On définit les matrices P et Q de .#>(R) par P = M (ap) et Q =1, — P.

Q21. Donner I'expression de P?, PQ, QP et Q% en fonction des matrices P, (Q ou de la matrice nulle.

Q 21| Eléments de réponse

11 1
D’apres ce qui précéde P = % % et par suite Q = 21 12
2 2 2 2
(!
Un calcul direct donne que : P2 = [2 %
2 2
= P
De méme, onva avoir: Q% = (I—P)(I— P)
= B-LP-PL+P?
= ILb—-P-P+P
= IL,b-P
= Q
QP = (I,—P)P
- , — I,P— P2
et un calcul direct donne que : _ p_p
=0
pus: P = P(I,-P)
= PIl, - P?
= P-P
=0

Q22. Soit a € R. Déterminer en fonction de a le réel « tel que M(a) = P + aQ).

Q 22| Eléments de réponse

1
Sa (1
Pour a € R, on a directement que : P+a@ = %( ) %( *
5(1—04) 5(1—1—04)
1
_ 1—5(1—04) 5(1—04)
11_ ) 1—1(1—a)
y(1-a 2

(1—a),onaM(a) =P+ aQ.

|~

et par suite, en posant a =

Q23. Soit n € N. Déterminer I'expression de (M (a))" en fonction de P, Q, a et n.

PGE-BL | 1= ée | Mathé i
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Q 23| Eléments de réponse

Puisque P? = P et Q% = @, on peut montrer que P* = P et Q¥ = @ pour tout k > 1.
sin>2:ona: A" = (P +aQ)"

= n n— n—
PQ:QP ; (k)a kPkQ k
— <0> nP()Qn + Z ( >ankPank + (Z) aOPnQ()
_ a”Qn n— k n
= Q"+ Z ( > PQ+p

= a"Q + P
sin=0: A% =1, et on a bien a°Q + P = I, ce qui assure que la formule est encore valable pour n = 0

sin=1: A' = A et on a bien o' Q' + P! = A ce qui assure que la formule est encore valable pour n =1

et donc, pour tout n € N, A" = P 4+ a"Q.

Q24. Expliciter alors la matrice (M (a))" en fonction de n € N.

Q 24| Eléments de réponse

1 1
S(1+a") £(1—a)
Il vient directement alors que A™ = % %
5(1—04“) 5(14'04”)
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Probléme n° 3 | Racine carrée de matrices

1
On considére la matrice A = B (g 2) de ., (R).

On se propose dans ce probléme de déterminer le(s) matrice(s) M € .#>(R) qui vérifient M? = A.

Partie A | Un premier résultat

Q25. Déterminer les solutions de I'équation (%) d’inconnue \ suivante : (%) : A% —tr (A)\ +det(A) =0

Q 25| Eléments de réponse

5 3
On a tout d'abord que A = % g
2 2 -
Par définition de la trace d'une matrice, ona: tr(4A) = 3 + 3
= 5
5 3
et par définition du déterminant d'une matrice que :  det(4) = % g
2 2
5 5 3 3
= 5%57 5%
_ 29
B 4

NN

Il s’agit donc de résoude I'équation () : A2 —5X+4 = 0, qui est une équation de degré 2 en ), de déterminant A =9 > 0,
et dont les deux solutions réelles sont 4 et 1.
Ainsi, I'ensemble des solutions de () est {1,4}.

Q26. Soit A € R. On suppose dans cette question que la matrice A — A\Is n'est pas inversible.
Montrer que A est solution de ().

Q 26| Eléments de réponse

5_y 3
Par construction : A — M= | 24 5 2
3 2 A
Puisque A — My € .#5(R), par théoréme, A — A5 est inversible si, et seulement si, det (A — A3) # 0.
5 3
2 2
Un calcul direct donne alors :  det (A—Alp) = |24 52
2200
52 2 9
= (2_a)_2
(3-2)-3
25 , 9
A2 — 5\ +4

et par suite, puisque par hypothése A — A5 n’est pas inversible, il vient que X est solution de (%).

Q27. Montrer que si A est solution de (%), alors la matrice A — Ay n’est pas inversible.

Q 27| Eléments de réponse

D’aprés ce qui précéde det (A — Alp) = A2 — 5\ + 4.
Si A est solution de (%), alors det (A — Alz) = 0, ce qui assure que la matrice A — A5 n'est pas inversible.

PGE-BL | 1= ée | Mathé i
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Partie B | Transformation du probléme

Q28. Déterminer toutes les matrices colonnes X € .#51(R) telles que AX = X.

Q 28| Eléments de réponse
En notant X = <;j> il vient que :

(AX = X)

te

Q29. On considére la matrice P € .#5(R) donnée par P = (_11 1)

Montrer que P est inversible et expliciter la matrice P!,

Q 29| Eléments de réponse

Il est immédiat que det(P) = 2. Comme det(P) # 0, par théoréme P est inversible et on a P~ =

N |
7 N
— =
—_ |
—_
N~

Q30. Montrer que la matrice P~! AP est une matrice diagonale notée D par la suite.

Q 30| Eléments de réponse

Un calcul direct donne que : P7tAP =

| oo | W

SRl T \CR e
o |
N
N———
/l_\
—
= )
~__

Q31. Pour M € .#,(R) quelconque, on note A = P~ M P. Etablir que :

(M?*=4) & (A*=D)
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Q 31| Eléments de réponse

Tout d'abord, on a D = P~ AP, donc en multipliant & gauche par P, il vient que PD = AP et en multipliant a droite

par P~ il vient que PDP~! = A

Ona: (M2 = A) ( PDP’l)

(P~'M2 = DPY)
P~'M2P = D)

P IMMP = D)

(P~*MI;MP = D)

(P~'MPP-'MP = D)

(A2

D)

ﬁiﬁﬁﬁﬁiﬁ@

Partie C | Résolution de I'équation M?* = A

Q32. Dans cette question A désigne une matrice de .#>(R) telle que A% =
Montrer que AD = DA puis en déduire que A est une matrice diagonale.

Q 32| Eléments de réponse

Puisque A% = D, on a donc A% = AD en multipliant par A a droite, mais aussi A% = DA en multilpliant par A gauche,
ce qui assure que DA = AD.

En notant A = a b , un calcul direct donne que AD = a 4b et DA = a b .
c d c 4e

4d 4d
a = a
. . I 4 = b
Ainsi, on a donc par identification que : o — de
4d = 4d

ce qui conduit 3 b = ¢ = 0 avec a et d quelconques. Donc A est bien diagonale.

Q33. Résoudre I'équation A% = D d'inconnue la matrice A € .#5(R).

Q 33| Eléments de réponse

S S . B} o a 0 a> 0
D’apreés ce qui précéde, une telle matrice A est nécessaire diagonale, et en notant A = (O d>’ onaA? = (O d2> et

par identification des coefficients dans la relation A2 = D, on doit avoir :

{05006 B 69)

ce qui est exactement I'ensemble des solutions de I'équation A% = D.

Q34. Déterminer toutes les solutions de I'équation M? = A d'inconnue la matrice M € .#>(R).

Q 34| Eléments de réponse

D’aprés ce qui précéde, les matrices M solutions de |'équation M2 = A sont les matrices M = PAP~! ot A est telle que
A?2=D
Ainsi, I'ensemble des solutions de I'équation M? = A est :

1 0Ny of~1 O\ 1 (1 O\, 1 (1 O\,
(o B)er(y ) rel S)re( o))

c'est a dire :
31y /L3 o3y (31
2 2 2 2 2 2 2 2
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Probléme n°4 | Inverse généralisée ou pseudo-inverse d’une matrice

Dans tout ce qui suit n désigne un entier naturel non nul.
On dit que la matrice U € #,,(R) est un pseudo-inverse de la matrice A € .#,,(R) lorsque les trois relations suivantes sont
vérifiées :
(%¢1): AUA=A (%2): UAU =U (x3): UA=AU
Le but de ce probléme est de caractériser |'existence d'un pseudo-inverse pour une matrice carrée donnée et d'obtenir une

méthode de calcul lorsqu'il existe.

Partie A | Résultats préliminaires

Q35. Soit P une matrice inversible de .#,,(R). Montrer que P~! est un pseudo-inverse de P.

Q 35| Eléments de réponse

Montrons que P! et P satisfont les relations (x1), (x2) et (x3).
Il est immédiat que P~!PP~! = P! ce qui correspond a (x;). De méme PP~!P = P ce qui correspond a (%;) et on a
aussi (x3) car P~1P = PP~

Q36. Soit A € #,(R) et P une matrice inversible de .#,,(R). On suppose que A admet un pseudo-inverse que |'on note U.
P~1UP est-il un pseudo-inverse de P~1AP?

Q 36| Eléments de réponse

Vérification de (x;) : (P~'UP) (P'AP) (P~'UP) = P~'U(PP~')A(PP~')UP
= PTUAUP
=P UP
Vérification de (x;) : (P7'AP) (P~'UP) (P7'AP) = P 'A(PP YU (PP')AP
= P lAUAP
= P 'AP
Vérification de (x3) : (P7'UP) (P7'AP) = P~'U(PP™')AP
= P UAP
= P 'AUP

= (P 'AP) (PT'UP)

Par suite P"1UP est bien un pseudo-inverse de la matrice P~1AP.

Partie B | Etude d’un exemple

Dans cette partie, on désigne par A la matrice de .#5(R) donnée par: A=

W N =
Ut W
N = O

Q37. Quel est le rang de A? La matrice A est-elle inversible 7

Q 37| Eléments de réponse

On commence par échelonner, par I'algorithme de Gauss, la matrice augmentée de la matrice identitée afin de déterminer
le rang de cette derniére et s'assurer de son inversibilité :

1 1.0/1 00 1 1. 0[1 00

2 3 1[0 10 ~r 01 1[-2 10

35 2[00 1) f2fer2 N0 2 2[-301
1101 0 0

~r 01 1{-2 1 0

Ls=la=2L2 \ 0 0 0| 1 -2 1

Il 'y a 2 pivots non nuls. Le rang de la matrice est donc 2 et la matrice est n'est pas inversible puisque carrée d'ordre 3 et
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de rang 2.

01 1 -5 -2 3
Q38. On consideére les matrices P= |1 2 —-1]et@=1] 3 2 —1|. Effectuer le produit PQ. En déduire que P
2 3 1 1 -2 1
et inversible et expliciter alors P71,
Q 38| Eléments de réponse
0 1 1 -5 -2 3
PQ = (12 -1||3 2 -1
. 2 3 1 1 -2 1
Un calcul direct donne que : 40 0
= 0 40
0 0 4
1
Ainsi, PQ) = 41,4 ce qui donne que P X <4Q) = I3 ce qui assure que P est inversible a droite, donc inversible et d'inverse
513
4 2 4
1
EQ' c'est a dire P71 = 3 % —i .
A
4 2 4
a [ 0
Q39. Montrez que la matrice A’ = P~1AP est une matrice de la forme | v 4 0] ot (a,3,7,5) € R* et a déterminer.
0 0 0
Q 39| Eléments de réponse
Un calcul direct donne que :
1 -5 -2 3 1 1 0 01 1
P’lAPZZ 3 2 -1 2 31 1 2 -1
1 -2 1 3 5 2 2 3 1
1 0 4 4 01 1
= 1 4 4 0 1 2 -1
0 00 2 3 1
12 20 0
= 4 12 0
0 0

et donc A’ =

O = W
O W Ot
o O O

Q40. On note A = <3 §> ol (o, B,7,9) € R* a été déterminé a la question précédente.

! /
Justifier que A; est inversible et expliciter les quatre coefficients o/, 8/, v/, ¢’ de (Al)f1 = <$, g,) .

Q 40| Eléments de réponse

La matrice 4; = (i’ g) est une matrice de .#5(R) dont le déterminant det (4;) =3 x3 —1 x5 =4 # 0, donc par
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3 )
o1 - _ 17
théoréme, la matrice A; est inversible d'inverse (A4;)"' = 1 (_31 35> ce qui donne (A4;)"! = 41 34
4 4
o B0
Q41. Montrer que la matrice U' = | 4/ &’ 0| est un pseudo-inverse de la matrice A’.
0 0 O
Q 41| Eléments de réponse
3 )
1 1% (/3 =50
OnadoncU’=| 1 3 0 -1 3 0
4 4 0 0 O
0 0 O
Par calcul direct :
1 0 0 1 0 0
Vérification de (x1) : AU'=|0 1 0] etU'A =0 1 0| donc AU =U'A".
0 0 O 0 0 O
1 00 1 0 0
Vérification de (x3) : puisque I'on a (%1), onadonc A/U'A"=A"|0 1 0]etA |0 1 0| =Acequiassure
0 0 O 0 0 O
que AU'A" = A'.
1 0 0 1 0 0
Vérification de (x3) : de méme,ona U'A'U' =U' [0 1 0] etcommeU’' |0 1 0| =U'onabien U'AU =
0 0 O 0 0 O

U'.

Par suite, U’ est bien un pseudo-inverse de A'.

Q42. Déterminer alors un pseudo-inverse U de la matrice A que I'on exprimera en fonction de matrices définies dans les
questions précédentes.

Q 42| Eléments de réponse

Puisque A’ = P7'AP, on a donc A = PA’P~!. D’aprés les résultats préliminaires, on en déduit que U = PU'P~! est
un pseudo-inverse de la matrice A.

Partie C | Unicité du pseudo-inverse

Dans cette partie A désigne une matrice de .#,,(R) et I'objet de ce qui suit est de démontrer que si A admet un pseudo-inverse,
alors ce dernier est unique.

On suppose que A admet deux pseudo-inverses U et U’.

Q43. En calcul le produit AUAU’ de deux maniéres différentes, montrer que UA = AU’.

Q 43| Eléments de réponse

On a tout d'abord que AUAU’ (: AU’ et que AUAU' = UAU'A = UA ce qui donne bien que UA = AU’.

*1) (x3) (*1)

Q44. En déduire que U =U".
Q 44| Eléments de réponse

On a directement que U = UAU AU'U = U'AU = UUA = U'AU’ = U’ d'od I'unicité du
*2) UA=AU’ (*3) (*3) UA=AU' (%2)
pseudo-inverse.
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