BL 1¢ année Devoir surveillé n°11 DS11

A noter & A garder en téte

Les éléments développés ci-aprés ne sont souvent que des indications pour aboutir a la solution, qui détaillent la plupart
du temps un cheminement a suivre pour montrer le résultat demandé. La plupart des calculs sont laissés aux lecteurs. . .La
mise en forme de certains calculs est faite de sorte & économiser de |'espace et donc du papier, mais il conviendrait de
ne pas les écrire en ligne notamment comme cela I'est parfois.

I J

Calculatrice non autorisée

Probléme n°1 | Etudes de séries numériques construites a partir de la suite de Fibonnacci

Dans toute probléme, on considére la suite (f,) dite suite de Fibonacci, définie par :

neN
fo = 0
i =1
VNEN, fn+2 = fn+1+fn

Partie A | Explicitation du terme général de la suite (f5.),

2

Q1. Résoudre I'équation r“ = r + 1 d'inconnue le réel r.

Eléments de correction

llest clairque: (rP=r+1) < (r*-r—-1=0)

2 _r —1 =0 est clairement une équation de degré 2 en r dont le discriminant vaut /5, et par suite dont

1+v6 _1-v5
2 2

L'équation r

les solutions sont

2 72

1+5 1—\/5}

Ainsi, I'ensemble des solutions de I'équation r? = r + 1 est {

Q2. Démontrer que: VneN, f,, = % ((1 —1—2\/5) B (1_2\/5> )

Eléments de correction

2

La suite (fy),cn est une suite récurrente linéaire d'ordre 2 dont I'équation caractéristique 7° = 7 + 1 admet deux

solutions réelles trouvées a la question précdente.

1 o1 !
Ainsi, il exite (a,a) € R* tel que: VneN, f, =a ( +2\/5> +b ( + \/5)

2

b=1

a+
Les deux conditions fo = 0 et f; = 0 aménent alors que (a,b) satisfait aux conditions { 1++5 n 1-5
a

2
On résout alors ce systéme par échelonnement en lignes a I'aide de sa représentation matricielle :

1 1 o L1 1o
1+v5 1-+5 ~r (0 _\/3‘1) ~L
2 5 |1 ) men-%fn Ly Li+ Lo
1 L
( 1 0 7 ) ~ 1 0 \/51
O _\/5 1 Lz < %LQ 1 _75
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et on en déduit alors que a = L et b= 1 our obtenir que :
q = \/5 = \/5 p que :
1 ((1 ATV AN
vnen, f,= L ((LV5) V5
V5 2 2

Q3. Déterminer alors la limite de la suite (fy),,cy-

Eléments de correction

1++5 1++5
2 2

Puisque 1 < /5, il vient que ) — 4o00.
n—-+4oo

V5 1-v5\
V5 < 1 donc par théoréme, ( \/_> — 0.
2 n——4o00

> 1 donc par théoréme, (

De méme, puisque 2 < V5 < 3, il vient que

- 1-v5)" [(1+v5)" ,
Ainsi, par somme — — et par conséquent, f, — +o0.
2 2 n—-+o00 n—-+o0

1 - ) 1+
Jnt — woll'on a posé w =
fn n——4oo 2

=

Q4. Démontrer que

Eléments de correction

N 1+v5  1-+5
Pour simplifier, on pose w = 5 etw= 7
1
= w"+1 _ wnJrl
' N . PN i fn+l _ \/3( )
D’aprés ce qui précéde, on a : Vn € N, 7 =
n

w o w\" ) o\"
—| < 1, il vient que [ — — et par conséquent que 1 — [ — — 1 et
w w w

Comme on a clairement que

n——+o00 n—-+o0o
w\" Jnt1
w—w|— — w et donc par quotient que 2L — .
w n—-+o0o fn n—-+o0o

Partie B | Etude d’une premiére série télescopique

Dans tout cette partie, on s'intéresse a la série numérique Z nl
fnfn-i—l
—~ fr1
On désigne alors par (.S,,),,~ la suite des sommes partielles de cette série, c'est a dire que l'ona: Vn e N*, S, = Z
= = fefrn
Q5. Exprimer S, en fonction de f; et de f,11.
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Eléments de correction
Compte-tenu de la relation définissant les termes de la suite (f,),cy, On commence par remarque que : Vn €

N*7 fnfl = fn+1 - fn
o Jr+1— fx
Par suite, il vient que : VneN* S, =
o Z Jrfet1
_ i ( ferr S )
= \Jeferr fefin
B 53(1 1 )
—\fe S
T
fl fn+1
Q6. Déduire de ce qui précéde la convergence et la somme de la série Z dn=t
fnfn+1
Eléments de correction
D’aprés ce qui précéde, on sait que f4+1 —+> 400, et par suite dlimhn, +000.
n——+0o0o

11 h“
On en déduit donc par somme que — —

1
— et par conséquent la suite

(Sn)pen €St convergente vers

—
. fi o fayr notee fi
—=1.
fi
Finalement, la suite des sommes partielles de la série Z fn—_ étant convergente, par définition, la série Z @
nfn+1 fnfn+1
“+ o0
est convergente, et a pour somme 1, c'est & dire Z Sl o,
fnfn-i—l
Partie C | Etude d’une deuxiéme série téléscopique
-1
Dans tout cette partie, on s'intéresse a la série numérique Z -
fnfn+1
. . : s : . (="
On désigne alors par (7},),,~ la suite des sommes partielles de cette série, c'est a dire que 'ona: Vn e N*, T, = Z 7
= kJk+1
1
Q7. Montrer par récurrence sur |'entier n que :  Vn € N| (fn+1)2 — fafnye = (=1)™
Eléments de correction

Pour n € N, on note P(n) la proposition P(n) :« (fui1)” — fafusz = (—1)" ».
Montrons par récurrence sur I'entier n que P(n) est vraie pour tout entier n.

Initialisation : on a fo = f; + fo et donc fo = 1.
Parsuite 1 (foy1)” — foforz = (f1)°— fofe
= 1'-0x1
=1
= (-1

ce qui est bien P(0).
Hérédité : soit n € N. Supposons que I'on a P(n), c’est a dire que (fn+1)2 — fafnt2 = (—=1)™, et montrons, sous

cette hypothese, que I'on a P(n + 1).
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En utilisant la relation définissant la suite (fy,),cy, un calcul direct donne que :

(fas2)? = fasifars = (far2)® = (farz — fu) (fasz + fas1)
(fo42)® — ((fn+2)2 + forefarr — fufuye — fnfn+1>

_fn+2fn+1 + fnfn+2 + fnfn+1
- ((f"+12(fn+2 - fn) - fnfn+2))
= —(fat1)” = fafos2

1% (S

(~1)+!

T
ol

ce qui est bien P(n + 1).

Conclusion : la proposition P(n) étant vraie au rang 0 et héréditaire, par le principe de récurrence, elle est vraie
pour tout entier n.

Q8. Exprimer T}, en fonction de f1, fa, fni1 €t fnio.

Eléments de correction

D’aprés la question précédente, il vient directement que :

VneN* T, = zn: (-1)"
’ = Jefer
s (o) = fufre
B kz::l Jrfrg1

(f11)”  fufuro
Tefer1 [efet

|
ngh
NN

_ Ser1 fk+2>
=\ Jfr Tr
_ 2 Jnt1
fl fn
. o » (="
Q9. Deéduire de ce qui précéde la convergence et la somme de la série Z _—
fnfn+1

Eléments de correction

D’aprés les questions précdentes, on sait que Jni1 — wdonc par somme T,, — 1—w.
fn n—-+o0o n—-+o0o
et par conséquent la suite (7},),, .y est convergente vers 1 — w.
. . . . -1 _— . -1
Finalement, la suite des sommes partielles de la série Z u étant convergente, par définition, la série Z u
fnfn+1 fnfn+1

— (-1"
est convergente, et a pour somme 1 — w, c'est a dire Z
n=1

o

Partie D | Etude d’une troisiéme série

Dans toute cette partie, on s'intéresse a la série numérique Z fnx™ ol x est un réel strictement positif quelconque.
On pourra admettre que la suite (fy,),cy st une suite a termes strictement positifs a partir du rang 1.

V-1
O

Q10. Montrer que la série Z fnx™ est convergente si, et seulement si |x| <

. .. 5—1 . .
Pour les questions qui suivent, pour # 0 tel que |z| < \/_2 , on désignera alors par ®(z) la somme de la série Z fnx™.
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Eléments de correction

On considére la suite (uy),~, donnée par:  Vn € N*, u, = f,a"
Il est immédiat que :  Vn € N*, u,, > 0.

+1
. Un 41 1z"
Il vient alors que :  Vn e N*, 2L — otz
Un, fnx™
1
S
In
fn+1
D’aprés ce qui précde, on sait que 22— w.
fn n—-+oo
. . 1
Il vient ainsi que Untl g

Uy N—+00
Ainsi, d'aprés le critére de d'Alembert, on en déduit que :

Si wx < 1 : la série numérique E u,, est convergente

Si wx > 1 : la série numérique E uy, est divergente, et méme grossiérement divergente

1
Or il est clairque :  (wzr<1) < (m < ;)
1 2
w 1+5

2(

Comme on a:

—_

~V5)

(1+V5) (1-v5)

_2(1-v5)

B 1 5

B -5

T2

_ B

B 2

-1

ce qui assure que la série Z fnx™ est convergente si, et seulement si |x| < \/52 .

Q11. Soit = # 0 tel que |z| < 1. Démontrer que :  ®(z) = z + 2®(z) + 22®(x).

V5 —
2

Eléments de correction

“+o00
Par définition :  ®(x) = foa® + frz! + Z fnz"

c'est a dire que: ®(x)=2a+ ana:".

n n—2
Onaalors: Vn>2, ka:ck = Z fipoa?t?

k=2
n—2
j+2
= Y i+ £t
j=0
n—2
o -
= Z fj+1x']+ + ijxﬂ*‘r
=0 =0
n—2 n—2
= :EZ fipz? T+ 22 Z fix’
— —
n—1 n—2
- oSttt
k=1 k=0
n—1 n—2
SR WD W
k=0 k=0
n—1 n—2
Comme on sait k k i o
que kax n—>_+>oo O(x) et que kam 7H—+>OO ®(x), on en déduit par passage a la limite que
k=0 k=0
CPGE-BL - Mathémati
aTemanaues 5 Le17/04/2023 — Durée: 4 heure(s) — Coefficient: 4

Version du 19-04-2023 a 09:55



BL 1¢ année Devoir surveillé n°11 DS11

l O(x) = x + 2®(x) + 220(x).

i vh—1 = x
Q12. En déduire alors que pour = # 0 tel que |z| < 5 hona: Z fna" = [t
o —r—x

Eléments de correction

+o00
De la relation ®(z) = x + 2®(x) + 22®(z), il vient directement que ®(z) = 133—2 et donc que anx" =
—r—z
T n=0
1—oz—a22

Probléme n° 2 | Etudes d’endomorphismes nilpotents

On rappelle que I'on désigne par B3 = (€1, e2,e3) la base canonique de R?, ot e; = (1,0,0), ez = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1),
et on note 0 = (0,0,0) le vecteur nul de R3.

Partie A | Etude d’un premier endomorphisme

On désigne par f I'application définie par:  f: R3 — R?
(z,y,2) — (e—y+2z, —2x+y—2z —6x+3y—32)

Q13. Démontrer que f est un endomorphisme de R?.

Eléments de correction

A € R T3 = Ari+ @2
Soient { u = (x1,y1,21) € R3 eton posew = (x3,ys,23) oll par construction ys = Ay1 + ¥z
v=(79,Y2,22) € R3 Z3 = Az1+ 2

Montrons que f(w) = Af(u) + f(v).
Par définition de f, il vient :
f(w) (2x3 — y3 + 23, —2x3 + Y3 — 23, —6x3 + 3y3 — 323)
(2 ()\x1 + 1172) — ()\yl + yz) + Az1 + 29,
-2 Az +x2) + (A1 +y2) — (Az1 + 22)
—6 ()\.’171 + wz) +3 ()\yl + yz) -3 ()\Zl + 22))
= (2Az1 — Ay1 + A2y + 225 — Y2 + 20,
—2Ax1 + A\y1 — Az1, =29 + Y2 — 2o,
—6Ax1 + 3 y1 — 3Az1 — 69 + 3y — 322)
= (2)\.'1;1 —Ay1 + Az1, —2Ax1 + Ayp — Azp, —6Az + 3y — 3)\,21)
+ (2x2 — yo + 22, —2x2 + Y2 — 22, =622 + 3y2 — 322)

=f(v)
= X2z —y1 + 21,221 +y1 — 21, =621 + 3y1 — 321) +f(v)

=f(u)

= Af(u) + f(v)

ce qui assure le caractére linéaire de f, et comme I'image de R? par f est inclus dans R3, f est donc un endomorphisme
de R3.

Q14. Déterminer alors la matrice A de f dans la base canonique de R3.
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Eléments de correction
fler) = (2x1-040,-2x140-0,—-6x1+3x0—3x0)
= (2-2,-6)
Un calcul direct donne que : f(e2) i §2T25)1+0—2x0+1—0 T6x0+3x1-3x0)
fles) = 2x0-04+1,-2x0+0-1,-6x0+3x0—-3x1)
= (13_1_)
2 -1 1
ce qui donne que la matrice Ade fdansBgest: A=|-2 1 -1
-6 3 -3

Q15. Déterminer une base de l'image de f.

Eléments de correction

Par théoréme, on sait que Im (f) = Vect (f (e1), f (e2), f (e3)).
Or f(e1) = 2f (e3) et f (e2) = —f (es), donc Im (f) = Vect (f (es)).

Par suite, Im (f) est une droite vectorielle engendrée par le vecteur f (e3).

Q16. En déduire une base du noyau de f.

Eléments de correction

De la question précédente, on en déduit que rg (f) = 1.
Le théoréme du rang appliqué & f donne que :  dim (R*) = rg (f) +dim (Ker (f)).
——

———
=3 =1

Ainsi, dim (Ker (f)) = 2.

Par contemplation de la matrice A, on remarque que f (e1) = 2f (e3), donc par linéarité le vecteur e; — 2e3 est d'image
nulle par f, c'est a dire que e; — 2e3 € Ker (f).

De méme, puisque f (e2) = —f (e3), il vient que ex — e3 € Ker (f).

La famille (e; — 2e3, e5 — e3) est donc une famille de deux vecteurs de Ker (f). Ces deux vecteurs étant non nuls et
non colinéaires, ils forment un famille libre. Comme il s'agit d'une famille libre de deux vecteurs de Ker (f) qui est un
espace de dimension 2, on en déduit que cette derniére est une base de Ker (f).

Q17. £ est-il un automorphisme de R3?

Eléments de correction

D'apres le théoréme caractéristique des automorphismes :  (f est un automorphisme de R?) < (rg(f) = 3).
Or on a vu que rg (f) = 1, donc f n’est pas un automorphisme de R3.

Q18. Deémontrer que Im (f) est inclus dans Ker (f).

Eléments de correction

Soit y € Im (f). Il existe donc o € R tel que y = af (e3).
Par suite, on a par linéarité de f que f(y) = af (f (e3))
Un calcul direct donne alors que :

f(f (63)) f(17_173)
2x1—=(=1)+(-3),-2x1+4+(-1)—(-3),-6x1+3x (1) —3x(-3))

= (0.0,0)
= 0

%
Ainsi, on a f(y) = 0 et donc y € Ker (f).
Ce raisonnement étant vrai pour tout y € Im (f), on en déduit que Im (f) C Ker (f).

Q19. On rappelle que I'on note f2 = f o f. Démontrer que f? est I'endomorphisme nul de R3.
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Eléments de correction

Soit alors u_e> R3. Il vient que f(u) € Im (f), et_>c|'aprés la question précédente que f(u) € Ker (f) c'est a dire que
f(f(u)) =0 ce quirevient a dire que f2(u) =0 .

Ainsi, puisque pour tout u € R3, 2 (u) = 0, on en déduit que f? est I'endomorphisme nul de R3.

Q20. Dans toute la fin de cette partie, on désigne par u un vecteur de R? n'appartenant pas a Ker (f), et on désigne par v
le vecteur de R? donné par v = f(u).

Démontrer que I'on peut choisir un autre vecteur w de Ker (f) non colinéaire a v et tel que la famille de vecteurs C = (u, v, w)
est une base de R3.

Eléments de correction

Par construction v € Im (f) avec Im (f) C Ker (f), donc v € Ker (f).

Puisque dim (Ker (g)) = 2, par le théoréme de la base incompléte appliqué a la famille libre de Ker (f) réduite au seul
vecteur v, il existe donc w € Ker (f) tel que (v, w) est une base de Ker (f), avec w non nul et non colinéaire & v sinon
la famille serait liée.

Etudions alors la liberté de la famille C = (u, v, w).

Supposons donc avoir (a,b, c) € R? tel que : (x) au + bv + cw = ?

Par linéarité de f, en composant (x) par f, il vient que af(u) 4+ bf(v) + cf (w) = ?

Or v = f(u) donc f(v) = f%(u) et on sait que f? est I'endomorphisme nul, donc f2(u) = 0.

De méme, puisque w est dans Ker (f) par construction, il vient que f(w) =0 .

Ainsi, on obtient que af(u) iO . Or par hypothése f(u) n'est pas dans le noyau, donc f(u) # 0 et ainsi a = 0.
(%) devient alors bv + cw = 0 .

En composant de nouveau par f, il vient que bf(v) + cf(w) = O_>

Par construction, la famille (v, w) est une famille libre (car base) donc il vient que b = 0 et ¢ = 0 puisque |'on dispose
d'une combinaison linéaire nulle des vecteurs de cette famille libre.

Ainsi, on a biena=0,b=0et ¢c=0.

La famille C = (u,v,w) est donc une famille libre de 3 vecteurs de R® qui est de dimension 3, donc par théoréme, elle
forme une base de R3.

Q21. Déterminer alors la matrice A’ de f dans la base C.

Eléments de correction

flw) = ’U_(})Xu—}—lxv—l—Oxw
flw) = 0
Par définition des vecteurs de C, on a : = 0_>>< u+0xv+0xw
flw)y =0
= O0xu4+0xv+0xw
0 0 O

et par conséquent, la matrice A’ de f dans C est la matrice A’ =

Partie B | Etude d’un deuxiéme endomorphisme

Dans cette partie, on désigne par g I'endomorphisme de R? dont la matrice B dans la base canonique de R? est :

-4 2 -3
B=|-5 1 -6
3 -1 3

On rappelle que I'on note g? = goget g3 =gogog.

Q22. Déterminer les matrices dans la base canonique de R? des endomorphismes g2 et g>.
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Eléments de correction

Les matrices de g2 et g> dans la base canonique de R? sont les matrices B2 et B3, ce qui donne aprés calcul :

-3 -3 -9 00
B?2|-3 -3 9] eB*=[0 0
2 2 6 0 0

o O O

Q23. Démontrer que Ker (g) C Ker (g?).

Eléments de correction

%
Soit u € Ker (g). Montrons que u € Ker (g?), c'est a dire que g?(u) = 0 .
— — —
Par hypothése sur u, on a g(u) = 0, et donc par linéarité de g, on a g (0 ) =0 ce qui donne que g2 (u) = 0
Ainsi, on a bien Ker (g) C Ker (g?).
Q24. Déterminer une base du noyau de g et de ¢2.
-4 2 =3|0 -4 2 =310
-5 1 =610 ~r 0 -3 -210
3 -1 3]0) Lecla—gh 0 + 210
L3+ L3+ 3L1 2 4
-4 2 =310 -4 0 —-610
~L 0 —% _% 0 ~r 0 —% —% 0
L3(—L3+éL2 0 0 Ly« L1+ 4L, 0 0 0
10 % 0
~L 01 3]0
Lot N0 0 0o

r = —=

On en déduit ainsi que :  (u = (z,y,2) € Ker(g)) & y = _%

2 =
< (u € Vect ((3,3,-2)))
et par suite Ker (g) = Vect ((3,3,—2)).
Recherche de Ker (g?) : on procéde de méme en utilisant la matrice B? pour obtenir une base de Ker (g?) et
on obtient alors que Ker (g?) = Vect ((1,—1,0),(3,0,1)). Ces deux vecteurs étant clairement non nuls et non
colinéaires, ils forment donc une famille libre de ker (gg), et donc une base car aussi génératrice par construction.

Q25. Déduire de ce qui précéde une base de Im (g) et Im (g?).

Eléments de correction

D’aprés le théoréme du rang appliqué a g, il vient que :  dim (R?) = dim (Ker (g)) +rg (f).
—— \—,—/1
=3 =
Il vient donc que rg (f) = 2.
Les deux vecteurs g (e1) et g (e2) étant non nuls et non colinéaires, ils forment ainsi une famille libre de 2 vecteurs de

Eléements de correction
Recherche de Ker (g) : puisque B est la matrice de g dans la base canonique de R?, on a :
_ (z,y, z) est solution du systéme
(u=(z,9,2) €Ker(g)) < ( de représentation matricielle (B|0)
On résout par échelonnement en lignes le systéme de représentation matricielle (B|0) :
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Im (f) qui est de dimension 2. lls en forment dont une base et ainsi Im (g) = Vect (g (e1),g (e2)). .
Sur le méme principe, puisque rg (g?) = 1, il vient que Im (g?) = Vect (g° (e1)) puisque g2 (e1) # 0 .

Q26. Dans toute la fin de cette partie, on désigne par u un vecteur non nul de R? n’appartenant pas a Ker (g2), et on note
v et w les vecteurs de R3 définis par v = g(u) et w = g(v).

Démontrer que la famille C = (u, v, w) est une base de R3.

Eléments de correction

Etudions la liberté de la famille C = (u, v, w).
Supposons alors que I'on ait (a,b,c) € R tel que : (%) au + bv + cw = ?
Par linéarité de g et en composant () par g, il vient que :  ag(u) + bg(v) + cg(w) = 0
ce qui par définition de v et w donne :  ag(u) + bg?(u) + cg®(u) = 0
——

=0
. -
Ainsi, on a : ag(u) + bg*(u) = 0 . .
En appliquant de nouveau g, il vient que ag?(u) +bg*(u) = 0 .
—
=0

Et ainsi il vient que ag?(u) = 0

Or g%(u) # 0 par hypo_t>hése, donc a = 0.

(%) devient bv + cw =0 . . N

En appliquant de nouveau g il vient que bg(v) + cg(w) = 0 c'est a dire que bg?(u) + ¢g3(u) = 0 qui améne par des
arguments indentiques que b = 0.

— —
La relation (%) se réduit alors & cw = 0, et une composition par g donne alors que cg?(u) = 0 ce qui assure que ¢ = 0.
Finalement, on a bien a =0, b = 0 et ¢ = 0, ce qui assure le caractére libre de la famille C.
La famille C est alors une famille libre de 3 vecteurs de R? qui est de dimension 3, par théoréme, elle en forme une base.

Q27. Déterminer alors la matrice B’ de g dans la base C.

Eléments de correction
g(u) = g(u)
= Oxu+lxv+0xw
gv) = ¢*(u)
Par construction des vecteurs de C, il vient : = w
= Oxu+0xv+1lxw
_ .3
gw) = g
0
0 0 0
et par suite, la matrice B’ de gdanslabaseCest: B'=[1 0 0
01 0

Partie C | Généralisation

On suppose que ® est un endomorphisme de R? différent de I'endomorphisme nul de R3 et tel que ® o ® est I'endomorphisme
nul de R3.

%
Q28. Justifier qu'il existe un vecteur u non nul de R3 tel que ®(u) # 0 .

Eléments de correction

_)
® étant supposé non nul, il existe donc un vecteur u non nul de R? tel que ®(u) # 0 .
En effet, si ce n'était pas le cas, ® serait I'endomorphisme nul.
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%
Q29. Soit y un vecteur de Im (®). Démontrer que ®(y) = 0 .

Qu'en déduire pour Im (®) et Ker () 7?

Eléments de correction

Puisque y € Im (®), il existe un vecteur z € R? tel que y = ®(z). . .
Par suite, ®(y) = ®?(x) et comme &2 est I'endomorphisme nul, il vient que ®?(z) = 0 et donc que ®(y) = 0 .
Par conséquent y € Ker ().

On en déduit alors que Im (®) C Ker (®) et en particulier que dim (Im (®)) < dim (Ker (®)).

Q30. Démontrer alors que rg (®) = 1 et que dim (Ker (®)) = 2.

Eléments de correction
En appliquant le théoréme du rang appliqué a @, il vient que :  dim (R*) = dim (Ker (®)) + rg ().

———

=3
D’aprés la question précédente, on a que dim (Im (®)) < dim (Ker (®)).
) >

Puisque ® n'est pas I'endomorphisme nul, nécessairement rg (®) > 1.

Par disjonction des cas on a :

dim (Im (®)) =1 et dim (Ker (® : impossible car 1 + 1 # 3

=1 et dim (Ker : possible car 1+2 =3
: possible car 1+ 3 # 3

) (Ker (®)) =1
) = (Ker () =2
®)) =1 et dim (Ker (®)) =3
)) =2 et dim (Ker (®)) =2 : impossible car 2 4 2 # 2
)) =2 et dim (Ker (®)) = 3 : impossible car 2+ 3 # 4
dim (Im (®)) = 3 et dim (Ker (®)) = 3 : impossible car 3 +3 # 4

r
ce qui améne nécessairement dim (Im (®)) = 1 et dim (Ker (®)) = 2.

Q31. Construire a I'aide du vecteur u précédemment défini et ®, une base C de R? dans laquelle la matrice M de ® est

Eléments de correction

On considére la famille C = (u, ®(u), ®?(u)).
On montre sur le méme principe qu'a la question 20 que C est une base de R3, puis comme a la question 21 que la
matrice de ® dans cette base est exactement M.

Partie D | Généralisation (suite)

Dans cette partie, ¥ désigne un endomorphisme de R? tel que U2 n’est pas I'endomorphisme nul mais ot ¥3 est I'endomorphisme
nul.

Q32. Justifier qu'il existe un vecteur u non nul de R3 tel que U?(u) # 0 .

Eléments de correction

%
Puisque W2 n’est pas I'endomorphisme nul, il existe v non nul de R3 tel que W2(u) # 0 .
En effet, si ce n'était pas le cas, U? serait I'endomorphisme nul.

Q33. Démontrer que Im (¥) C Ker (¥?).
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Eléments de correction

Soit y € Im (). Il existe donc € R? tel que y = ¥(z).

%
Par suite, il vient que ¥(y) = U2(x) et donc ¥?(y) = W3(z) et comme W3 est I'endomorphisme nul, on a ¥3(z) = 0

ce qui assure que ¥2(y) = 0 et donc que y € Ker (¥?).
Ainsi, on a bien Im (¥) C Ker (¥?).

Q34. Démontrer que Im (¥?) C Ker (V).

Eléments de correction

Soit y € Im (¥?). Il existe donc = € R? tel que y = ¥?(x).
%
Par suite, il vient que ¥(y) = ¥3(z) et comme ¥3 est I'endomorphisme nul, on a ¥3(x) = 0, ce qui assure que

U(y) = 0 et donc que y € Ker (0).
Ainsi, on a bien Im (¥?) C Ker (V).

Q35. Démontrer que Ker (¥) C Ker (0?).

Eléments de correction

On reprend simplement le raisonnement de la question 23.

Q36. Construire a I'aide du vecteur u précédemment défini et ¥, une base C de R® dans laquelle la matrice N de & est

0 00
M=11 0 0
010

Eléments de correction

On considére la famille C = (u, ¥(u), ¥?(u)).
On montre sur le méme principe qu'a la question 26 que C est une base de R?, puis comme a la question 27 que la
matrice de ® dans cette base est exactement M.

Probléme n° 3 | Etude de fonctions

On considére les deux fonctions f et g données par :

f:|RY — R et g:|RY — R
xr +— z+1—(2z+1)n(x) NN In(x)
2+

dont on note Cy et C, les courbes représentatives dans un repére orthogonal du plan.

Partie A | Etude d’une fonction intermédiaire

On considére h: | R} — R

x +— z+2zln(z)+1

Q37. Déterminer les variations de h sur R*..

Eléments de correction

1
VeeRY, MW(x) = 1+21n(x)+2xx;

On a directement que :
= 3+2In(z)

[N

Ainsi, M'(z) >0 < In(x) > —g, cestadirez >e seth(z)=0 & z=e
On en déduit le tableau de variations de h :
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x

Signe
de W' (z)

Variations
de h

Signe
de h(z)

Q38. En déduire le signe de h sur R? .

Eléments de correction

Commeh(e*%) =...=1-

_3
e 2

> 0, il vient que, pour tout z € R*%, h(x) > 0, d’ou le signe de h.

Partie B | Etude des variations de f

Q39. Déterminer les limites en 0 et en 00 de f.

Limite en 0 : en développant |'expression de f, il vient :

x+1-2zln(z)— In(z) — —o0
SN—— ~—— = 0

Flements de correction
—61 —0 — —00
T x—0 z—0
. . . ) . . z+1
Limite en 400 : en factorisant |'expression de f par (2 + 1), il vient; (2z+ 1) ( - ln(x)) — —
N—— 2x 1 ~—~/ T—+0o0
“+oo —
x—+o00 1 l x—+oo
24+ 4
i
~>+oc>2
Q40. Calculer f/(x) pour tout z € R .
El
2 1
VeeRL, fl(v) = 1-2xIn(z)- vt
x
_ —xz—2zn(z) -1
x
h(z)

Q41. En déduire le tableau de variations complet de f sur R? .

*

Eléments de correction

On en déduit ainsi :

éments de correction
On trouve que :
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T 0 o] +00
Signe
de h(z) +
Signe de B
f'(@)
+00
Variations
de f
—o0
Signe :
de f(z) + ¢ -

Q42. Justifier I'existence d'un unique réel « tel que f(z) = 0.

Eléments de correction

La fonction f est telle que :
o [ est continue sur ]0; +oo|
o [ est strictement décroissante sur ]0; +o00[

o lim f(z)= —o0et lim =400 donc sont de signe opposées
T—+00 z—0
donc par le théoréme des valeurs intermédiaires dans le cas strictement monotone, on en déduit que I'équation f(z) =0

admet une unique solution a € RY..

Partie C | Etude des variations de g

Q43. Déterminer les limites en 0 et en 00 de g.

Fléements de correction
— —00
xz—0
- G . ) . In(z)
Limite en 0 : il vient directement puisque 2= + x > 0 sur RY : 5 — —00
x4+ x =0
——
—0
x—0
.. . ) 9 o In(x) 1
Limite en |00 : en factorisant au numérateur par x~, il vient : 5 X T — 0
xT Tr—+o00
~——~ 1+ 7
m—>4+)ooo SN——
— 1
x—+oo
Q44. Exprimer g () en fonction de .
Eléments de correction
. In(«) . a+1 L
Par définition ¢ (o) = et f(a)=0.0r f(a)=a+1—- (2a+1)In(a) et ainsi In(a) = . Par suite, il
9(0) = 3L et f(a) () (20 + 1) n(a) (0) = 5t
vient ¢ (o) = ————
9(a) aa+1)
Q45. Calculer ¢'(x) pour tout z € RY.
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Eléments de correction
1 2
—x (2 +2) —In(z) x (2 + 1)
On obtient : Ve eRY, g¢'(z) = & 2
(2 + x)
41— 2z +1)In(z)
(a2 +2)*
_ i@
(2 + 2)”
Q46. En déduire le tableau de variations de g sur R .
Eléments de correction
On en déduit donc directement que :
T 0 « +00
Signe
de f(2) i ! B
Signe
de ¢'(x) - ? B
g(a)>0
Variations
de g / \
—00 0
Q47. Déterminer |'équation réduite de la tangente a C, au point d'abscisse 1.
Eléments de correction
L'équation réduite de la tangente au point d'abscisse 1 pour g est ainsi : y=¢g(1)(x—1)g(1).
1 1 1
Org'(1) = 5 et g(1) =0, et ainsi, on obtient : y = 3%~ 5
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